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Vorwort. 

JLn der Astronomie und einigen Theilen der Physik hat 
die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung seit etwa 
fflnfzig Jahren zu einer vorher ungeahnten Scharfe in der 
Bestimmung der Constanten, so wie auch zu anderh wichtigen 
Entdeckungen gefOhrt Diese Rechnungs - Art dient nicht nur 
zur Auffindung der wahrscbeinlichsten Resultate aus einer 
grOfsern Anzahl von Beobachtungen , sondem sie ISXst auch 
die gewonnene Sicherheit richtig beurtheilen. Sie beseitigt 
daher jede WillkQhr und lehrt die Zuverlftssigkeit jedes Schrit- 
tes wftrdigen. In and em Wissenschaften hat man von ihr 
nur ausnahmsweise Gebrauch gemacht, und in diesen werden 
nicht selten noch gegenwSrtig Gesetze aufgestellt, die weder 
in sich begrQndet, noch durch die Erfahrung hinreichend be- 
statigt sind. 

Nachdem ich mehrere Jahre hindurch mich mit Astro- 
nomie beschaftigt hatte und darauf zum Studium der Bau- 
kunst (iberging, ilberraschte mich der grofse Unterschied in 
der BegrQndung beider Wissenschaften. Einzelne, und zwar 
oft sehr unsichere Wahrnehmungen genOgten zuweilen hier 
schon zur Herleitung allgemeiner Gesetze. Eben so verhielt 
es sich auch mit den Theorien, welche diese Gesetze bestft- 
tigen soUten. Oberflftchliche Betrachtungen, die unter gewis- 
sen zweifelhaften Voraussetzungen den Zusammenhang der 
Erscheinungen ungefahr errathen liefsen, vertraten vielfach 
die Stelle voUgQltiger Beweise. 

In neuerer Zeit sind zwar verschiedentlich die mechani-* 
schen Verb&ltnisse mit wissenschaftlicher SchS.rfe aufgefafst 
und in Rechnung gestellt, doch vermiTst man dabei noch im« 
mer die methodische Benutzung der Beobachtungen. Ganz 
allgemein begnQgt man sich mit Mittelwerthen und ISXst die 
Abweichungen der einzelnen Messungen unbeachtet, die doch 
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allein zur Beurtheilung der Sicherheit der Resultate dienen 
kCnnen. Diese Mittelwerthe verwechselt man aber mit den 
aufsersten Grenzen und nennt eine Construction sicher, wenn 
man nach den zum Grunde liegenden Erfahrungen mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit ihren Einsturz und ihre Haltbarkeit erwar- 
ten kann. Eine solche Sicherheit genQgt augenscheinlich nicht, 
woher man willkQhrlich gewisse Vielfache derselben den Ent- 
wilrfen zum Grunde legt In alien sonstigen Lebens-Ver- 
hsltnissen ist die Sicherheit das Aeufserste, was man erstrebt, 
und nur selten erreicht man sie wirklich. FQr mehrfache 
Sicherheit zu sorgen ist zwecklose Verschwendung der 
Mittel. Ueberraschend ist es daher, dafs die fiehOrden und 
Gesellschaften , welche Bauten ausfflhren lassen, die Eosten 
dafar bewilligen, wenn in den Anschlagen von zehn- und 
zwanzigfacher Sicherheit die Rede ist, also zugestanden wird, 
dafs nahe in gleichem Verh§.ltnisse die Bausummen Qber das 
Bedfirfnifs hinaus gesteigert sind. Wenn der Schneider sagt, 
dafs er zu einem Rocke drei Ellen Tuch braucht, so denkt 
niemand daran, der grOfsern Sicherheit wegen ihm dreifsig 
oder sechszig Ellen zu geben. 

Diese eigenthttmliche Auffassung ist indessen keineswegs 
ein an sich unschadlicher Irrthum, sie hat vielmehr jene Will- 
kflhr in der VerSnderung der Mittelwerthe zur Folge, Wenn 
man auch vermuthen darf, dafs fQr vielfach benutzte Bau- 
Materialien und Constructions -Arten sich bereits passende 
Regain durch die Erfahrung herausgestellt haben, so ist doch 
die unmittelbare Uebertragung derselben auf andre Fulle durch- 
aus ungerechtfertigt und man mufs dabei besorgen, dafs man 
entweder die Haltbarkeit beeintrftchtigt , oder den Bau un- 
nOthiger Weise vertheuert 

Unter diesen Umstanden wfinschte ich meine Fachgenos- 
sen aufs Neue an die Benutzung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung zu erinnern. Hierzu bot sich die Gelegenheit, in- 
dem die Herren Ernst und Korn, in deren Verlag so viele 
und so wichtige Werke der Architektur und der Ingenieur- 
Wissenschaften erschienen sind, sich bereit erklftrten, die noch 
vorhandenen Exemplare der ersten Ausgabe dieser GrundzQge 
dem frOheren Verleger abzukaufen und zu vemichten, und 
die Herausgabe der vorliegenden Umarbeitung zu Obemehmen. 
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Als jene erste Ausgabe vor dreifsig Jahren verOffentlicht 
wurde, warnte mich mein berOhmter Lehrer und vfiterlicher 
Freund Bessel vor der Erwartung baldiger Erfolge. Zehn Jahre 
werden vergehn, schrieb er mir, bevor Ihre Absicht gefafst 
wird, und die folgenden zehn Jahre hindurch werden Ihre 
Leser sich nocb besinnen, ob sie day on Gebrauch machen 
sollen. 

Der erste Theil dieses Ausspruches hat sich voUstandig 
bestatigt, und der zweite noch urn so mehr, als die Wahr- 
schemlichkeits-Rechnung bis jetzt in den HQlfswissenschaften 
der Baukunst Qberaus selten Anwendung gefunden hat Zum 
Theil mOgen die Zeitverhftltnisse die VerzOgerung veranlafst 
haben. Das Jahr 1848 brachte mit dem politischen Um- 
schwunge auch die sogenannten praktischen Auffassungen zu 
einer liberwiegenden Geltung. Wie der sinnreiche Junker 
von La Mancha es fOr gerathener hielt, an die Festigkeit 
seines verbesserten Helmes zu glauben, als ihn einer Probe 
zu unterwerfen, die er wahrscheinlich nicht bestanden h&tte, 
so ist es viel bequemer und fOr die n&chsten Zwecke viel 
fOrderlicher, aus einzelnen Erfahrungen allgemein gflltige Re- 
geln abzuleiten, als unbefangen und sorgsam diese Wahrneh- 
mungen zu prfifen und zu untersuchen, zu welchen Schltkssen 
sie wirklich berechtigen. 

Andrer Seits scheint aber auch manche Unklarheit in der 
Fassung der ersten Ausgabe der Benutzung des Buches st6- 
rend entgegen getreten zu sein. Der Weg, den ich zur Her- 
leitung des von Gaufs aufgestellten Gesetzes in Betreff der 
Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Fehler gewfthlt hatte, 
war ohne Zweifel naturgemafs und einfach, so wie auch rich- 
tig, wenn die dabei eingefQhrten Voraussetzungen als g&ltig 
angesehn werden diirfen. Die Wahrscheinlichkeit des Vor- 
kommens der Fehler von verschiedener GrOfse wird in der 
That durch die Glieder des zur Potenz unendlich erhobe- 
nen Binomiums 1 H- 1 dargestellt, wenn die AbstSnde dieser 
Glieder von dem mitileren, der GrOfse der Fehler proportio- 
nal sind. Die Uebereinstimmung stellt sich auch schon sehr 
nahe ein, wenn dieses Binomium nur zu irgend einer hohen, 
also etwa zur fflnfizigsten Potenz erhoben wird. Trftgt man 
diese Glieder als Ordinaten auf und eben so auch die nach 
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der Formel von Gaufs berechneten Wahrscheinlichkeiten der 
um entsprechende GrOfsen verschiedenen Fehler, so fallen 
beide Curven so nahe zusammen, dafs man keine weitere Ab- 
weichungen bemerken kanti, als dafs in der ersteren die sehr 
grofsen Fehler, deren Wahrscheinlichkeit verschwindend klein 
ist, nicht mehr ausgedrQckt sind. FQr die in der Wirklich- 
keit vorkommenden Fehler wtlrde daher das Gesetz schon 
mit genOgender Scharfe sich dargestellt haben, wenn ich die 
Voraussetzung der unendlich vielen Fehler- Ursachen, die eben 
Bedenken erregt hat, nicht gemacht hatte. Diese Voraus- 
setzung war aber die allgemeinste, die gewfthlt werden konnte, 
und irgend eine bestimmte Zahl liefs sich mit einigem Grande 
dafOr nicht einfQhren. 

Ich habe hiernach keinen Anstand genommen, dieselbe 
Herleitung des Haup.tsatzes beizubehalten, doch bin ich be- 
mOht gewesen, diejenigen Schwierigkeiten zu beseitigen, die, 
wie mir bekannt, zuweilen Anstofs erregt haben. Auch in 
der Entwickelung der Qbrigen Gesetze sind vielfache Aende- 
rungen eingeftlhrt, wahrend die Beispiele zur Erlauterung der 
Anwendung zum Theil durch andre ersetzt und Tabellen zur 
Erleichterung der Rechnung beigefilgt sind. In dieser Weise 
ist beinahe das ganze Werk umgearbeitet. Nur der letzte 
Abschnitt, der vom Nivelliren handelt und der auch heutiges 
Tages noch vielfache Berticksichtigung verdienen dftrfte, ist 
wesentlich ungeandert geblieben. 

Am 1. Juni 1867. 

G. Hagen. 
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I. Abschnitt 

Htnytsitse der Wahneheiiilielikeit>-B«eluiuig. 

§ 1. 

^VTftbe es eineni Verstand, sagt Laplace, der alle Erfifte kennt, 
welche in einem gewissen Zeitpunkte die Natar beleben, so wie alle 
gegenseitigen Beziehungen der Wesen in ihr, und wftre derselbe f&- 
hig, diese gegebenen Grdfsen in Rechnong zu stellen, so wtlrde er 
die Bewegung der Himmelsk5rper, wie die der leichtesten Staub- 
fldckchen in demselben analytischeo Ausdrucke umfassen. FOr ihn 
wftre nichts ungewifs, Vergangenheit and Zukunft stftnden klar vor 
seinen Augen ! In der Entwicklung der Astronomie hat der mensch- 
licbe Geist sich zu einem schwachen Abbilde dieses Verstandes er- 
hoben.^ 

Doch nicht nur die leblose Natur, sondern auch die belebte, 
und selbst die denkenden Wesen in ihr folgen nur bestimmten Krftften. 
Jeder Entscblufs und jede That wird durch gewisse innere oder ftufsere 
EindrQcke veranlafst. Die Geschicke der Vdlker, wie der Einzel- 
nen, sind die nothwendige Folge vorangegangener Begebenheiten und 
AufFassungen. 

In der eigentlichen Bedeutung des Wortes giebt es sonach keinen 
Zufall. Wird jedoch ein Ereignifs durch Ursachen herbeigefOhrt, 
die uns entweder ganz unbekannt sind, oder deren Zusammenhang 
und Wirksamkeit wir nicht so vollst&ndig zu fassen und zu verfolgen 
verm5gen, dafs wir ihr Besultat, oder eben jenes Ereignifs yorher 
bestimmen k5nnen, so ist es fbr uns eben so rftthselhaft, als wenn ' 
es Yom Zufall abhinge, und wir nennen es zufftllig. 

Werfen wir einen Wftrfel auf, so wird die Lage, die er anninunt, 
oder die Seite, die nach oben gerichtet bleibt, allein durch den Stoik 
bedingt, den wir ihm ertheilen. Wftren wir im Stande, das Maa(s 



dieses Stofses mit Rftcksicht auf das Auffallen auf den Tisch genau 
zu berechnen, und kdnnten wir die Bewegung unserer Hand eben 
so scharf abmessen, so wfirde es keine Schwierigkeit haben, jede be- 
liebige Seite des Wflrfels erscheinen zu lassen. Beides ist aber nicht 
in5glich, denn tbeils sind die mechanischen Verh&ltnisse zu verwickelt, 
als dafs wir sie leicht verfolgen kdnnten, tbeils aber laist sich der 
Schwung und die Richtung, die wir dem Wtlrfel ertheilen, nicht ge- 
nau genug abmessen. Die geringste Vermehrung der Kraft, die 
unserm Geftlhle schon entgefat, verftndert wesentlich die VerhSltnisse 
und veranlafst ein ganz anderes Resultat. Wir ftlhren in diesem 
Falle selbst das Ereignifs faerbei, obne es nach unserm Willen zu 
lenken oder die Art seines Eintreffens vorher zu sehn. Es ist da- 
her ftlr uns zufftllig. 

Wird der Wtlrfel nur einmal aufgeworfen, so kann man keine 
der secbs Seiten desselben mit grSfserer Wahrscheinlichkeit, als eine 
andre erwarten. Benutzt man dagegen zwei Wftrfel, so sind zwar 
wieder bei jedem derselben die secbs Seiten in gleichem Gbttde wahr- 
scheinlich, und da bei jeder Lage des ersten Wftrfels der zweite 
secbs verschiedene Lagen annehmen kann, so entstebn daraus secbs 
und dreifsig gleicb m5gHche FsUe. BerCkcksiohtigt man aber nur die 
Snmme der Augen der auf beiden nach oben gekehrten Seiten, so 
vermindert sich die Anzahl der verschiedenen F&lle auf eilf. Die 
Summe kann nftmlich betragen 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 oder 12. 
Diese F&lle sind aber keineswegs gleicb wahrscheinlich, denn 
Ton jenen secbs und dreifsig Lagen giebt 
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-der wahrscheinlichste Wnrf ist demnach sieben, und die unwahr- 
scheinlichsten sind zwei und zwdlf In den Kinderspielen pflegt 
diese Yersobiedenheit auch berCloksichtigt zu werden, indem ftlr die 




beidea letzten Wftrfe die grdfsten Grewiniie, f&r den ersten dagegen 
kleine Verluste ausgesetzt sind. 

Aehnliche Resultate ergeben sich, wenn man eine grdftere An- 
zM von Wtkrfeln benutzt. Der wahraoheinlichste Wurf igt immer 
das Product aus der Zahl der Wtkrfel in die DurcheohnitUzahl der 
Attgen auf den sftmmtlichen Seiten eines Wtbrfek. Der gewdhnliche 
SpielwHrfel hat sechs Seiten, worauf 1 bis 6, also zusammen 21 Au- 
gen sich befinden. Die Durchschnittszahl der letzteren betr&gt 3J, 
also der wahrscheinlichste Werth der Summen der geworfenen Au- 
gen ist bei zwei WArfeIn gleich 7, bei vier gleioh 14 u. s. w. 

Untersucht man femer, wie viele unter den gleich wafarscfaein* 
lichen F&llen eine Anzahl von Aogen darstellen, welche sich nur 
wenig von diesem wabrscheinlichsten Wurfe entlJMrnen, so gelangt 
man noch zn einem andem wichtigen Resultate. Die als zulft&ig 
angenommene Abweichung sei beispielawoise dem siebenten Theile 
dea wahrscheinliohsten Werthes gleioh, alsdann giebt es bei einem 
Wftrfel nur zwei Wtirfe, nftmlich 3 und 4, in denen diese Ghrenze 
nicht tiberschritten wird. Die Zahl der gOnstigen Fftlle ist also j^eioh 
dem dritten Theile oder 0,833 der sechs mdglichen FiUe. Bei zwei 
Wflrfeln sind 6, 7 ond 8 diejenigen WOrfe, die nicht mehr, als um 
den siebenten Theil von der Mittelzi^ oder von 7 abw^chen. Die 
Anzahl der sftmmtlichen Combinationen betrfigt aber 6 • 6 sb 36, and 
davon geben, wie man sich leicht Qberzengen kann, 16 jene dret Zahlen. 
Das Yerhftltnifs der gQnstigen Wfirfe stellt sich also nunmehr anf 
16:86 oder es ist 0,444. Bei drei Wflrfeln wird dieses unter .Bei- 
behaltnng derselben Grenze 104:216 oder 0,482, bei vier Wflrfeln 
676 : 1296 oder 0,522 u. s. w. 

Es ergiebt sich hieraus, dafs schon bei einem Wurfe mit vier 
Wflrfeln, oder was dasselbe ist, beim viermaligen Aufwerfen eines 
Wflrfels, der grSiiste Theil der gleich mdglichen Fftlle Resultate giebt, 
die von dem mittleren, oder dem wabrscheinlichsten Werthe sich 
nicht weiter, als um den siebenten Theil entfemen. Bei einer noeh 
gr5fseren Anzahl von Wflrfen wird man sich diesem Werthe noch 
mefar nihem, und so vermindert sich bei dfterer Wiederholung der 
Eiinfluls des einzelnen zufUligen Wurfes, und das Resultat stellt in 
zunehmender Schftrfe den mittleren Werth dar. 

Der Begriff des Wettens eriftutert sehr anschaulich diese Ver- 
hftltniase* Zu einer richtigen Wette gehdrt aber, dafs die Grdfsen des 
Gkwinnes und Verlustes im umgekehrten Yerhftltnifs der Wahrsohein-^ 
liefakeit des Gewinnes zu der des Verlustes stehn. Wettet man z. B^ 



dab beim einmaligen Aufvtrerfen zweier Wlkrfel zwei gleiche Zjahlen 
erscheinen werden, so ftihren unter den 36 gleich nidglichen FftUen 
seohs dieses Ereignifs herbei, w&hrend es in den Qbrigen dreifsig 
nicht eintritt. Die Wahrscfaeinlichkeit des Gewinnes verhftlt sich 
also zu der des Verlustes wie 1 zu 5, oder der Gewinn mufs das 
FQnffache des Verlustes betragen. 

§2. 

Die Fehler der Messungen und Beobachtungen sind, 
wie im Folgenden ausftkhrlich nachgewiesen werden wird, zuftllige 
Erscheinungen. Sie treten bei jeder Wiederholung auTs Neue ein, 
and wenn man auch ihre wahre Grdfse gewdhnlich nicht kennt, so 
kann man doch aus den Abweichongen bei mehrfacher AusfOhrung 
derselben Messung auf die Grdfse der Fehler schlielsen, und hieraus er* 
kennen, ob das Resultat als hinreichend sicher angesehn werden darf 
oder nicht. Diese Wiederholungen haben aber auch noch einen andem 
Zweck, sie dienen n&mlich zur Berichtigung des Resultates. Letzteres 
setzt sich zusammen aus dem wahren Werthe der gesuchten Grdfse 
und aus dem jedesmaligen Beobachtungsfehler, der eben so gut po- 
sitiy, wie' negativ sein kann. Dieser Fehler tritt, so lange er wirklich 
zufUlig ist, und nicht etwa constante Ursachen das Resultat immer in 
demselben Sinne entstellen, ganz verschieden auf. Wie beim fortge- 
setzten WQrfelspiele der wahre mittlere Werth immer scharfer sich 
zu erkennen giebt, so verliert auch bei fortgesetzter Wiederholung 
der Messung der zuftllige Fehler der einzelnen Ablesung immer 
mehr seinen Einflufs auf das Resultat, und letzteres stellt sich mit 
immer grdlserer Genauigkeit dar. 

Solche vielfachen Wiederholungen oder Repetitionen sind in- 
dessen, Tom Zeitverluste abgesehn, schon in sofem bedenklich, als 
im Allgemeinen die Aufmerksamkeit sich dabei schwftcht, und sonach 
eine oder zwei Messungen leicht ein besseres Resultat geben, als wenn 
man deren 10 oder 20 anstellt. Demnftchst treten dabei auch wohl 
constante Fehler ein, die sich aus der Vergleichuhg der gefimdenen 
Werthe nicht erkennen lassen, also Veranlassung eben, diesem Re* 
sultate einen hohem Grrad von Genauigkeit beizulegen, als es wirk- 
Uch hat. 

Vorzugsweise mulis der T&uschungen gedacht werden, die in 
gewissem Grade schwer zu vermeiden sind, selbst wenn man alle 
Ablesungen selbst macht und alle Theile der Operation sorgfidtig 




dberwacht. Vor groben T&uschungen kann man sich bei einiger Auf- 
merksamkeit zwar hfiten, aber in der N&he der Grenze des deutlichen 
Sehns treten leicht Selbstt&uschungen ein, die bei jeder unmittelbar 
darauf wiederholten Messung in gleichem Sinne sich wiedereinstellen. 
Es inag hierbei auf eine Erfahrong hingewiesen werden, die wahr- 
scheinlich jeder Leser mehrfach gemacht hat. In einiger Entfemung 
bemerkt man eine Inschrift, man erkenht deutlich die einzekien Zei- 
len, auch die Trennung der Worte, und selbst einige Buchstaben sind 
kenntlich, das Oanze kann man aber nicht lesen, weil bei dem zu 
weiten Abstande die Bnchstaben noch in einander fliefsen. Wenn 
alsdann jemand uns die Inschrift nennt, oder wir dieselbe errathen, 
so wird sie pl5tzlich vollkommen deutlich, and wir sind verwandert, 
dafs wir sie frdher nicht lesen konnten. Im jGreiste gestaltet sich 
ein Bild der Schrift, dieses legen wir ilber den noch unklaren sicht- 
baren Gegenstand, und letzterer nimmt sogleich die Formen des er^ 
steren an. Obwohl wir aber nunmehr ganz sicher zu sein glauben, 
so ist dieses doch keineswegs immer der Fall, und oil bemerken wir, 
indem wir naher treten, wie sehr wir geirrt haben. Das geistige Bild 
ist wegen seiner Vollst&ndigkeit und Elarheit so vorherrschend, dafs 
wir die Abweichungen des wirklichen Bildes nicht gewahr werden« 
In dieser Weise gestaltet sich auch leicht eine Erscheinung anders, 
als sie wirklich ist, sobald wir vorher schon ein Urtheil dartlber uns 
gebildet haben, oder wir eine gewisse Form oder ein gewisses Maals 
erwarten. 

T&uschungen dieser Art bleiben indessen immer innerhalb ge- 
wisser beschrftnkter Grenzen, und vor groben Irrungen kann man 
sich durch Aufinerksamkeit und Uebung leicht hinreichend sichent. 
Jedenfalls ist es aber noihwendig, das ganze Verfahren der Messung, 
so wie auch die dabei benutzten Instrumente und Apparate einer 
sorgfftltigen Prdfung zu unterwerfen, und sich dadurch zu flber- 
zeugen, welchen Einflufs die noch bleibenden unvermeidlichen Fehler 
auf das Resultat haben kdnnen. 

r 

Dieser Vorsicht ohnerachtet erreicht man dennoch niemals die 
absolute Sicherheit, dafs der Fehler nicht vielleicht in einzelnen Fal- 
len die erlaublr^ Grenze flberschreitet und sogar sehr grofs wird. 
Im Folgenden wird gezeigt werden, wie man aus gewissen Proben 
die WahrscheinUchkeit fbr das Innehalten gegebener Fehlergrenzen 
berechnen kann, oder um wieder den Begriff des Wettens einzufbh- 
ren, wieviel man gegen Eins wetten darf, dafs diese Grenzen nicht 
Qberschritten werden. Bei geb5riger Aufm^rksamkeit und wenn die 



AnAem Verh&Hnisse nicht gar zn nngOiistig sind, wird bei gewdhn- 
Ucben Aufnahmen eine Wette von 1 gegen 999 sich wohl reohtfer- 
tigen, oder der Feldmesser hat zu erwarten, dafs er bei 1000 Mes- 
tungen, die er ausfbhrt^ nur einmal einen unerlaubten Fehler begehi. 
Gentlgt ihm dieses nicht, so kann er durch grdfsere SorgfsJt nnd 
duroh Beoutzung besserer Instrumente einen hdhem Grad von Go- 
naoigkeit erreichen und sich dadurch ToUst&ndiger sichern. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in 10000 F&Uen nur einmal ein Ereignift 
nicht eintritt (also in diesem Beispiele, dafs die yorschriflsiii&rsige 
Sch&rfe der Messung nicht erreicht wird) betrachtet man im gew5hB- 
lichen Leben sohon als voile Sioherheit. 

Wenn es befremden sollte, dafs die voile Sioherheit steta uner- 
reichbar bleibt, so mufs darauf hingewieeen werden, wie die Wahr- 
soheinlichkeit sehr ungewdhnlicher Ereignisse so geringe werden kaim, 
dafs das Eintreten derselben nicht in Billionen von Jahren (§ 13) 
zn erwarten steht, obwohl es an sich immer m5glich bleibt. In die- 
ser Beziehung ist anzunehmen, dafs noch niemals grol'se Fehler ohne 
Yerschulden dee Beobachters eingetreten sind, and es rechtfertigt 
sich voUstftndig, ftlr solche denjenigen verantwortlich zu machen, der 
eine Messung ausfthrt. Gesch&he dieses nicht, so wQrde jede Nach- 
kssigkeit durch das zuf&llige Anwaohsen der Fehler entschuldigt 
werd^i. 



§3. 

Es ergiebt sich schon aus Vorstehendem, wie mannig&liig die 
Anwendnngen der Wahrscheinlichskeits * Rechnung sind. F&r den 
vorliegenden Zweck kommt es zwar nur darauf an , diejenigen Me- 
thoden zu entwickeln, welche bei Beobachtungen und Messungen zu 
den zuverlftssigsten Resultaten fthren, und zugleich die Sicherheit 
der letzteren richtig beurtheilen lassen. Bei der grofsen Wichtigkeit 
des Gegenstandes und seiner innigen Beziehung zu alien Verhaltnissen 
des Lebens wird es sich indessen rechtfertig^n, wenn die zehn Haupt^ 
sfttze dieser Rechnungsart, welche Laplace aufgestellt hat*), bier voU- 
stAndig mitgetheih werden. In ihnen finden, wie der Verfasser sagt, 
die ewigen Gesetze der Vemunft und Wahrheit ihre Begrfbadung. 

Diesen S&tzen sind nachstehend einige Erl&uterungen, so wie 
anch die n6tbigen analytischen Entwickelungen beigefbgt. 



') Bssai pbilosofbiqoe 9Qr les prol^sbilit^. 




I. Die Wlnhrscheinlichkeit einee Ereignisses ist das 
Verh&ltiitrs der Anzahl der Falle, die dasselbe herbeifbhren, zur An- 
zahl aller moglichen F&Ile. 

Der Ausdruck Wafarscheinlichkeit hat hier eine sehr bestimaite 
mid ganz andere Bcdcutung, als in der gewohnlichen Sprache. So 
wGrde man z. B. nicbt sagen, dais es wahrecheinlich sei, beim ein- 
maligen Aufwerfen eines Wtirfels ein As8 zu trefFen, nach vorstehen- 
der Erkl&ruug giebt es aber dafllv eine bestimmte Wahrscheinlichkeit, 
and zwar ist dieselbe |, weil es sechs gleich wahrscheiuliche Falle 
giebt, von denen einer dieses Ereignifs herbeiitlhrt. Die Wahr- 
scheinlichkeit, nicht Ass zu werfen, ist gleich | . Die Summe Beider 
ist die Gewifsheit, daTs entweder das Eine oder das Andre eintre- 
ten wird. Nach der eingefUhrten Bezeichnung ist die Gewifsheit 
immer gleich Eins. 

n. Der vorstehende Satz gilt nur, wenn alle verschiedenen F&lle 
gleich mdglich sind. Findet dieses nicht statt, sp muls man die 
Moglichkeit ihres Eintreffens nS.her untersuchen, was h&ufig nicht 
leicht ist. Die Wahrscheinlichkeit des erwarteten Ereignisses ist als- 
dann gleich der Summe aller dieser giinstigen Mdglichkeiten, die in 
gleicher Weise wie die Wahrscheinlichkeiten gemessen werden, also 
stets &chte Brdche sind. 

Ein Beispiel wird dieses erl^tem. Man wirfl eine flache MOnze 
auf, deren Seiten mit Bild und Schrift bezeichnet werden. Es fragt 
sich, wie grols die Wahrscheinlichkeit ist, in zwei Wftrfen wenig- 
stens .einmal Bild zu werfen. Es giebt alsdann vier gleich mdgliche 
F&lle, namlich 

1. Bild im ersten und im zweiten Wurf, 

2. Bild im ersten und Schrift im zweiten, 

3. Schrifl im ersten und Bild im zweiten, und 

4. Schrifl in beiden Wflrfen. 

Die drei ersten ftihren das erwartete Ereignil's herbei, daher ist 
nach dem frOheren Satze die Wahrscheinlichkeit desselben gleich |, 
oder man kann 3 gegen 1 darauf wetten, dafs es eintreten wird. 

Der zweite Satz laist sich gleichfalls hierauf anwenden, man 
kann n&mlich auch drei verschiedene F&lle unterscheiden: 

1. Bild im ersten Wurf, wobei die Wette schon gewonnen 
und das Spiel beendigt ist. 

2. Schrift im ersten und Bild im zweiten Wurf, und 

3. Schrift in beiden Wfirfen. 

Hiemach konnte ea scbeinen, dais die Wahrscheinlichkeit nur 
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gleich I w&re. Es ist jedoch klar, dafs die M5glichkeit oder Wahr- 
scheinlichkeit des ersten Falles grSfser, als die eines der beiden letz- 
ten ist. Jene ist in der That gleich \, w&hrend filr den zweiten 
and diitten sie nur \ ist. Die Wahrscheinlichkeit fbr das Erschei- 
nen von Bild in zwei Wtbrfen iet daher | + 1 as | wie nach dem 
ersten Satze. 

§4. 

Besonders wichtig ist die Ermittelang der Wahrscheinlichkeit 
fbr das Zusammentreffen mehrerer Ekeignisse, deren Wahrscheinlich- 
keiten man kennt 

in. Wenn Ereignisse von einander unabh&ngig sind, 
so ist die Wahrscheinlichkeit ihres Zusammentreffens gleich dem 
Prodncte ihrer Wahrscheinlichkeiten. 

Hat man z« B. zwei Umen, in deren jeder sich schwarze and 
weifse Eugeln befinden, die man dnrch das Geftlhl nicht von einan- 
der anterscheiden kann, so wird es beim Eingreifen immer gleich 
wahrscheinlich sein, die eine oder die andere Kugel zu fassen. In der 
ersten Ume mogen sich 25 schwarze und 2 weifse Eugeln befinden, in 
der zweiten aber 13 schwarze und 3 weifse. Die Wahrscheinlichkeit, 
aus der ersten Ume eine weifse Eugel zu ziehn, ist alsdann ^ und 
f&r die zweite Urne ^ . Der vorstehende Satz besagt, dafs die Wahr* 
scheinlichkeit, beim einmaligen Ziehen aus beiden Urnen weifse Eugeln 
zu treffen, ist gleich ^'^ • ^ ss ^^, 

Man kann sich hiervon leicht Qberzeugen. Indem unter den 27 
gleich mdglichen F&Uen beim Eingreifen in die erste Ume nur 2 eine 
weifse Eugel geben,8o ist dieWahrscheinlichkeit dafilr ofienbar gleich ^^ . 
Ist aber dieser Zug geschehn,' so ist der zweite noch ungewifs, und 
jeder der dabei gleich mdglichen 16 Ffille vermindert jene Wahr* 
scheinlichkeit auf den 16 ten Theil. Unter diesen FSllen sind aber 
3 dem Ereignifs gfinstig, die Wahrscheinlichkeit fbr dieses stellt sich 
also auf n * 17 • ^^ ^^^ gew&hlte Beispiel ist also der Satz begrtkn- 
det, und man fiberzeugt sich leicht, dafs die angenommenen Zahlen- 
werthe dabei nicht wesentlich waren, also der Beweis allgejnein-gCd- 
tig gefikhrt ist. 

Es folgt hieraus, dafs die Wahrscheinlichkeit, womit die mehr- 
midige Wiederholung desselben Ereignisses unter gleichen Umst&n- 
den erwartet werden darf, ausgedrftckt wird durch die Wahrschein- 
lichkeit des einmaligen Eintretens der Erscheinung erhoben zu der- 
jenigen Potenz, deren Exponent der Anzahl der FSlle gleich ist. 
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Die hdheren Potenzen eines ftchten Bniches werden aber immer klei- 
ner, woher die mehrmalige WiederboluDg eines an sicb leicbt m5g« 
licben Ereignisses sebr wenig wabrscbeiqlicb wird. 

Laplace scblieikt bieran die folgenden Bemerkungen. Eine Tbat- 
sacbe sei durch zwanzigmaliges Wiedererz&blen ftberliefert worden. 
Wenn alsdann aacb die OlaubwQrdigkeit jeder Mittbeilung gleich 0,9 
wftre, so wftrde die der scbliefslicben Ueberlief ernng docb nur 0,9 zur 
zwanzigsten Potenz oder gleiob 0,1216 oder weniger als | sein. Diese 
auffallende Yerminderong der Wabrscbeinlicbkeit kann man sebr pas- 
send mit der abnebmenden Deutlicbkeit der Gegenst&nde vergleicben, 
die man durcb mebrere Glasscbeiben siebt. Die einzelne Scbeibe IftTst 
kaum eine Undeutlicbkeit bemerken, wenn es aber mebrere sind, so wird 
das Bild bald nnklar und leicbt ganz unkenntlicb. Die Gescbicbt- 
scbreiber pflegen diese Entstellung nicht sonderlicb zu beacbten, 
wenn sie von Zeiten sprecben, die viele Generationen zurQckliegen, 
und gewifs wUrden mancbe bistoriscben Ereignisse, die man als sicber 
ansiebt, wenigstens sebr zweifelbaft erscbeinen, wenn man sie einer 
solcben Prttfung unterwerfen woUte. 

In den rein matbematiscben Wissenscbaften siiid die entfemtesten 
Folgerungen nocb eben so sicber, wie die Grundsfttze, von denen 
man ausgegangen ist. Bei Anwendung der Analysis auf pbysikaliscbe 
Gegenstftnde gebt die Wabrscbeinlicbkeit der zum Grande gelegten 
Voraussetzungen anf alle Folgerungen fiber. In den bistoriscben 
Wissenscbaften leitet man dagegen jede Folgerung nur auf eine wabr- 
scbeinlicbe Art aus den vorbergebenden S&tzen ab. Welcbe Sorg^ 
fait man daber aucb anwenden mag, um T&uscbungen zu vermeiden, 
so wftcbst die Grdfse des m5glicben Feblers docb mit jedem Scbritta, 
und fbr entferntere Folgerungen dieser Art wird es viel wabrscbein- 
licber, dafs das Resultat unricbtig, als* dafs es ricbtig ist. 

§5. 

IV. Wenn zwei Ereignisse von einander abb&ngig sind, 
so ist die Wabrscbeinlicbkeit des Zusammentreffens beider gleicb dem 
Prodncte aus der Wabrscbeinlicbkeit des ersten Ereignisses in die 
Wabrscbeinlicbkeit, dafs nacb dem Eintreten desselben das zweite 
sicb zutragen wird. 

Hfttte man z. B. drei Urnen, von denen man wtlfste, dafs eine 
nur scbwarze und zwei nur weifse Kugeln entbalten, und wtlfste man 
nicht, in welcber die scbwarzen sicb befinden, so wflrde die Wahr- 
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scheinlichkeit, dafe dieses bei der Urne A der Fall w&re, offenbar 
gleich I sein. Die Aufgabe Uist sich indessen auch nach dem vor- 
stehenden Satze auflosen, wenn man die Wahrscheinlichkeit sucht, 
in den beiden andern Urnen B and C weifse Kugeln zu finden. 
Es ist nfimlich die Wahrscheinlichkeit, daTs die Urne B weiise Kugeln 
enthalte, gleich I . Tritt dieser Fall ein, so bleibt es nur noch zwei- 
felhaft, ob die Urne A oder C die schwarzen Kugeln enthftlt. 
Beide Fftlle sind gleich wahrscheinlich, daber die Wi^rscheinlichkeit 
fbr die weifsen Kugeln in der Urne C gleich ^ oder die Wahrschein- 
lichkeit SHr das Ziehen der weifsen Kugeln aus den Urnen B und C 
gleich I • i Ks I wie frdher. 

Hierbei zeigt sich der Einflui's frOherer Ereignisse auf spftiere. 
Die Wahrscheinlichkeit in der Urne C weibe Kugeln zu finden, war 
anfangs | , sie wird aber gleich ^ , sobald man sich dberzeugt, dafe in 
B weifse Kugeln liegen. Sie w&re zur Gewi&heit oder gleich 1 gewor- 
den, wenn B die schwarzen Kugeln enthalten hfttte. Man kann 
diesen Einflufs auch durch den folgenden Satz ausdrftcken, der sich 
aus Vorstehendem ergiebt. 

y. Berechnet man nachtrftglich die Wahrscheinlichkeit eines 
bereits eingetretenen Ereignisses und die eines andern, welches von 
jenem und zugleich von einem noch in Aussicht stehenden Zufall 
abhangt, so ist die Wahrscheinlichkeit dieses Zufalles gleich 
der Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses dividirt durch die 
des ersten. 

In dem letzten Beispiele war die Wahrscheinlichkeit, beim er- 
sten Zuge weifse Kugeln zu treffen, gleich |, und diejenige, in zwei 
Zfigen weifse Kugeln zu fassen, oder was dasselbe ist, die schwar- 
zen Kugeln erst im dritten Zuge zu finden, gleich }. Wenn daher 
das erste Ereignifs bereits eingetreten oder eine Urne mit weiisen 
Kugeln schon gew&hlt ist, so ist nach dem letzten Satze die Wahr- 
scheinlichkeit, im folgenden Zuge wieder weiise Kugeln zu finden, 
gleich I dividirt durch | oder gleich ^* 

Oft ist die Frage aufgeworfen, ob bei ganz zuf&lligen Erschei- 
nongen, wobei eine solche Beziehung zu einer frdheren, wie in dem 
Torstehen Beispiele, nicht statt findet, die Vergangenheit von 
Einflufs auf die Zukunft ist. Dieses ist indessen nicht der Fall. 
So ist es an sich hdchst unwahrscheinlich, dafs man beim Aufwerfen 
einer flachen und ganz symmetrisch geformten Mtinze zehnmal nach 
einander die Bildseite tre£fen wird. Nach dem III. Satae ist die 
Wahrscheinlichkeit daftlr gleich 1 dividirt durch 1024, oder man 
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kann yor dem Beginn des Spieles 1 gegen 1038 w«tten^ dafii dieses 
iiicht der Fall sein wird. Wenn man aber bereits neunmal hinter 
diiaader Bild gewarfen hat, so bleibt der letete Wurf hiervon ganz 
unabbftiigig, and die Wahrsoheinliohkeit dafbr, dai's er Bildseite geben 
wird, ist wie bei dem ersten Wurfe gleioh ;, weil keine Rtickwirkung 
der ArQheren Ereignisee auf die folgenden denkbar ist. 

Bei dem wiederholten und Torwiegenden Erscfaeinen der einen 
8«ite kann man jedooh vermuthen, dafs in der Mdnze selbst die 
Uraache hiervon za suchen, und sie nicht gleiehmftTsig geformt sei. 
Wftre dieses aber der Fall, so wQrde auoh in Zukunft derselbe Wurf 
der Torberrscbende bleiben. Eben so ist das GlOok, welches manche 
Personea in alien Ltbensverh&ltiiissen haben, gemeinhin nur die Folge 
ihrer Oeschickliehkeit. 

§ 6. 

Hieran kntkpft sich ^e Frage, wie man aus den beobaohteten 
Erscheinungen auf deren Ursaohen schliefsen kann. Offenbsur ist jede 
Ursache, der man ein Ereignifs euschreiben darf, um so wahrschein- 
lieher, mit je grdfserer Wahrsoheinliohkeit dieselbe, wenu sie wirklich 
vorhanden wfire, das Ereignifs herbeifikhren wQrde. Der Satz lautet 
daher; 

VI. Die Wahrsoheinliohkeit fftr eine der versohiedenen 
mdgliohen Ursaohen ist ein Bruoh, desseu Z&bler die Wahr- 
seheinliohkeit ist, womit diese Ursaohe das Ereiguiis herbeif&hrt, und 
dessen Nenner sioh aus der Summe aller Wahrsobeinlichkeiten in 
Betreff der s&mmtlichen mdglichen Ursaohen zusammensetzt. Sind 
aber diese Ursaohen an sich nicht gleioh wahrscheinlich, so muTs 
man jede Wahrscheinlichkeit, mit der sie das Ereignils herbeifbhrt, 
mit der Wahrseheinlichkeit der Ursaehe selbst, sowol im Zihler wie 
im Nenner multiplioiren. 

Man pflegt reg^lm&fsig wiederkehrende li^rsoheinungen 
besondem Ursaohen zuzusohreiben. Oft glaubt man sogar, dais 
regelm&Tsige Ersobeinungen weniger wahrscheinlich sind, als andre, 
dafs z. B. bcim Aufwerfen einer symmetrisch gestalteten Mflnze nicht 
so leicht zehnmal nach einander die Bildseite fallen kdnne, als irgend 
eine andere bestimmte Reihenfolge, worin Bild und Schrift wechseln. 
Diese Ansioht setzt aber yoraus, dafs die geschehenen Wtlrfe auf 
die nocb auszuftthrenden yod EinfluTs sind, was nicht der Fall ist. 
Die regelm&Tsigen Combinationen ereignen sich vielmehr nur delshalb 
90 selten, weil ihrer so wenige sind.. An sich ist der Wurf lOmal 
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Bild eben so wahrscheinlich, wie etwa Imal Schrift, 3mal Bild, 2mal 
Schrift, lipal Bild, Imal Schrift und 2mal Bild. Dieser Wurf er-* 
scbeint aber ganz unregelm&Tsig, woher er nicht beachtet, vielmehr 
zur grofsen Anzahl der anscheinend gesetzlosen gerechnet wird. 

Eben wegen dieser verschwindend kleinen Anzahl der regel- 
m&Tsigen Erscheinungeo liegt die Vermuibung nahe, dafs aie nichi 
zuftlllig eingetreten sind. Sehn wir z. B. die Lettern E URO PA 
in dieser Reihenfolge neben einander stefan, so urtheilen wir gleich, 
dafs sie nicht durch Zufall so geitkgt wurden. An sich ist dieses 
Zutreffen aber eben so leicht mdglich, wie irgend ein andres, wobei 
ein Wort dargestellt wQrde, das sich nicht aussprechen I&fst und 
in keiner uns bekannten Sprache vorkommt. Indem aber dieses Wort 
eine allgemein bekannte Bedeutung hat, so halten wir es ohne Ver- 
gleich fbr viel wahrscheinlicher, dafs die Lettern absichtlicb so ge- 
stellt wurden, als dafs der ZufaU sie zusammengef&gt babe. 

Wir sind gewohnt, die Erscheinungen die um nns vorgehn in 
gewdhnliche und ungewdhnliche oder aufserordentliohe einzu- 
theilen. Die Anzahl der letztem ist vergleichungsweise zu der der 
erstem gemeinhin Terschwindend klein, und wenn sie vorkommen, 
so wird immer ein Zweifel angeregt, ob sie wirklich zuf&Ilig einge- 
treten sind. Auch in den Zeugen-Aussagen dber aufserordentliche 
Ereignisse liegt bei unbefangener Ueberlegung der Verdacht sehr 
nahe, dais sie auf T&uschung oder Uebertreibung beruhn, und sie 
sind daher nur glaubwtbrdig, wenn sie durch andere Vemehmungen 
oder durch • sonstige Umst&nde sehr sicher bestfitigt werden. 

» 

§7. 

VII. Die Wahrsoheinlichkeit eines ktlnftigen Ereig- 
nisses findet man, wenn man f&r das bereits frtlher beobachtete Ein- 
treffen desselben Ereignisses die Wahrscheinlichkeit jeder mdglichen 
Ursache desselben mit der Wahrscheinlichkeit multiplicirt, womit 
diese Ursache das Ereignifs auch in Zukunft herbeifbhren kann. Die 
Somme dieser Producte drAckt die Wahrscheinlichkeit des kttnftigen 
Eintreffens aus. 

Wenn z. B. in einer Ume zwei Eugeln liegen, deren Farben 
unbekannt sind, so kann es sich treffen, dafs man wfthrend einer 
Reihe von Ztlgen, wobei die untersuchte Kugel jedesmal wieder hin- 
eingeworfen wird, immer dieselbe Eugel fafst, und daher die zweite 
noch gar nicht untersucht ist Nachdem man zweimal nach einan- 
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der eine wrifse Kogel gezogen, firagt es sich, wie grols die Wahr- 
Bcheinlichkeit sei, daft der dritte Zug gleichfetUs eine wei&e geben 
werde. Man kann alsdann nur zwei Yoraussetzungen machen, n&m- 
lich entweder ist die eine Kugel weifs, und die andre von andrer 
Farbe, oder beide Kugein sind weifs. Nach der ersten Voraus- 
setzung ist dieWahrscheinlichkeit des bereits eingetretenen Ereignisses 
oder das zweimalige Tre£fen der weifsen Kugel gleich |, nach der 
zweiten ist sie 1. Wendet man hierauf den Satz VI an, und be- 
traofhtet beide Yoraussetzungen als Ursachen, so sind die Wahrschein- 
lichkeiten derselben gleich I und | . Nach der ersten Yoraussetzung 
ist die Wahrscheinlichkeit, beim dritten Zug wieder eine weifse Ku- 
gel zu fassen, gleich ^, nach der zweiten gleich 1. Multiplicirt man 
nun diese Wahrscheinlichkeiten mit denen der Yoraussetzungen, so 
ist die Wahrscheinlichkeit f&r das Wiedererscheinen einer weifsen 
Kugel beim dritten Zuge 

Wenn die Wahrscheinlichkeit des ^fachen Elreignisses unbe- 
kannt ist, so kann man dafbr alle Werthe von bis 1 einfilhren. 
DieWahrscheinlichkeit einer jeden solchen Yoraussetzung, geschlossen 
aus dem bereits erfolgten Eintreten des Ereignisses ist nach dem 
Satze YI gleich einem Bruche, dessen Z&hler die Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses unter dieser Yoraussetzung, und dessen Neuner die 
Summe der Wahrscheinlichkeiten der s&mmtlichen moglichen Yoraus- 
setzungen ist. Multiplicirt man alsdann einen jeden dieser BrQche 
mit der Wahrscheinlichkeit, womit die betreffende Yoraussetzung die 
Wiederholung des Ereignisses erwarten l&fst, und summirt diese Pro- 
ducte, so ist dieses die Wahrscheinlichkeit der Wiederkehr. In der 
analytischen Behandlung stellt sich das Resultat dieser anscheinend 
verwickelten Untersuchung sehr einfach dar. 

Ein Ereignifs sei nmal eingetreten. Die unbekannte Wahrschein- 
lichkeit des eimnaligen Eintretens unter Yoraussetzung einer gewissen 
Ursache sei ^u, so ist dieWahrscheinlichkeit des nmaligen Eintretens 
unter derselben Yoraussetzung gleich 

A*" 
und nach Satz YI ist die Wahrscheinlichkeit dieser Yoraussetzung 



iodem die Parenthese [] die Summe aller &hnlichen Glieder von 
/J =s bis ju ==: 1 bezeichnet Unter Beibehaltung des Werthes ^ ist 
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die Wshracheiaiidikeit, daft naofa diecm Vonwi fe h a ing cIm ftvign^ 
anft Neae eintreten werde, gleich ft^ aiao die Wohrsoheinlichkait, 
womit naoh alien fthnliohen Yorausaetziugen dieaes za arwarten iat 

H . ft' fi' . ft'' fi" . ft"' 



l>"] b*'] [«•] 

Multiplicirt man Zfihler und Nenner mit dfi und nimmt daranf 
Rtkcksichi, dafs fA in diesen Summen alle mOglichen WahrBCheinlicfaf* 
keiten ausdrftcken, also alle Werthe von bis 1 annehmeii soU^ 
so ist 

ff '^^ 

also innerhalb der Grensen bis 1 

1 



Ebon so findet man 



1 



n^2 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daber gleicb 

Fragt man z. B., mit welcher WahrscheinUchkeit man am nftok- 
sten Morgen die Wiederkehr des Tageslicbtes erwarten dari^ naobdem 
dieses zufolge sicherer historischer Nachricbten w&brend 5000 Jahr^i 
regelmftfsig eingetreten ist, so w&re n gleicb der Ansabl dieser Er- 
fabrungen, also 1826213 und die gesucbte Wabrscbeinlicbkeit gleicb 

1826214 
1826215 

Man kdnnte also 1 gegen 1826214 wetten, dais am nftebsten Mor- 
gen das Tageslicbt wiederkehren wird. Diese Wabrscbeinlicbkeit wfard 
liber zur vollen Gewiisbeit, wenn man den Zusammenbang der Er- 
scbeinung mit den Gesetzen der Mecbanik ins Auge faTst, wobei man 
siob leicbt flberzeugt, daTs niobts die Drebung der £rde pl5tslieh 
bemmen kaim. 
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§ 8. 

Das Wort Hoffnung bedeutet gewShnlich den Vortheil, den 
man unter gewissen zufUligen UmstSnden erwartet. In der Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung versteht man darunter eine Grofse von be- 
stimmtem Werthe. 

VIII. Die Hofinung ist gleich dem Producte aus dem erwarteten 
Vortheile in die Wahrsoheinlichkeit, denselben zu erreichen. Wenn 
dieses aber auf verschiedene Art geschehn kann, so ist sie gleich 
der Summe der Producte aus der Wahrsoheinlichkeit jedes dieser 
Ereignisse in die Gr5fse d^s dadurch herbeigefbhrten Vortheiles. Zum 
Unterschiede von einem andem Begriffe, worin einige fremdartige 
Umstftnde berdcksichtigt werden, nennt man die vorstehend bezeich- 
nete GrQfse mathematisch^' Hoffnung. 

Beispielsweise sei verabredet, dafs jemand 2 Thaler erhftlt, wenn er 
bei einmaligem Aufvrerfen der Mtknze die Bildseite triffb, and 5 Thaler, 
wenn er zuerst Schrift und darauf Bild wirft. Die Wahr8cheinlich-> 
keit des ersten Falles ist ] , die des zweiten \ , und die Grewinne 
sind 2 und 5. Die Hoffnung ist also gleich { • 2 + ^ • 5 = 2| . Bei 
richtiger Anordnung dieses Spieles mtifste daher der Einsatz 2] Thaler 
betragen. 

IX. Wenn unter den wahrscheinlichen Ereignissen einige 
vortheilhaft, andere nachtheilig sind, so ist die Hoffiiung 
gleich der Diffierenz zwischen der Summe der ersten Producte und 
der Summe der Producte aus den Verlusten in die Wahrscheinlich- 
keiten desselben. Ist die zweite Summe grdfser^ als die erste, so ver- 
wandelt sich der wahrscheinliche Gewinn in Verlust und die Hoff- 
nung in Besorgnifs. 

Man mufs sich stets bemQhen, die Verh&Itnisse des Lebens so 
einzurichten , dafs die letzte Summe die erste nicht ftbersteigt, zur 
richtigen Sch&tzung der Gewinne und Verluste und der Wahrschein- 
lichkeiten beider gehdrt aber vorzugsweise voUe Unbefangenheit, und 
demnftchst auch Erfahrung und gesundes Urtheil. Man darf sich 
dabei weder Vorurtheilen, noch Tftuschungen der Purcht oder Hoff- 
nung hingeben, eben so wie auch keinen falschen Ansichten fiber 
das Gltkck, womit die meisten Menschen ihrer Eigenliebe schmeicheln. 

§9. 
Die beiden letzten S&tze fikhren zuweilen zu Folgerungen, deren 
Erkl&rung nicht leicht gewesen ist. Es werde beispielsweise wieder 
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die Maaze aufgeworfen, wobei beide Seiten mit gleicber Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten sind. Wenn man die Gewinne in der Art ver- 
abredet, dafs der Spieler 2 Thaler erhSlt, wenn er das erste Mai 
Bild wirfl, 4 Thaler, wenn dieses erst im zweiten Wurfe geschieht, 
8 Thaler, wenn der dri tte Wurf zuerst Bild zeigt, and so fort^ so ist 
die mathematische Hoffixung jedes Wurfes gleich einem Thaler, tind 
die ganze Hoffnnng far n Wdrfe gleich n Thaler. Eben so grofs 
mttlste der Einsatz sein, folglich auch unendlich grofs, wenn keine 
Grenze gesetzt wQrde, wobei das Spiel aufh5rt, im Falle fortw&hrend 
die Schrift-Seite geworfen wUrde. Es wicd indessen kein yemflnfti- 
ger Mensch sein Vermdgen in dieser Weise anf das Spiel setzen, 
noch auch eine m&Tsige Summe, wie etwa von 20 Thalem daran 
wagen , weil der Verlust des grdfstep Theiles vom Einsatze h5chst 
wahrscheinlich ist, and man in dem sehr unwahrscheinlichen, wenn 
aach sehr grolsen Gewinne keine angemefsne Entsch&digung dafibr 
findet. 

Der reelle Yortheil, den man allein berQcksichtigen mulB^ 
hAngt von vielen Umstftnden ab, die man oh nicht sicher in Reoh- 
nung stellen kann, der wichtigste unter diesen ist aber gewifs die 
Grdfse des eignen Vermdgens. Augenscheinlich hat ein Thaler f&r 
den Millionftr einen ganz andem Werth, als fiir einen armen Spieler, 
und der m5gliche Gewinn einer Summe, die dem ganzen oder hal- 
ben Verm5gen des letzteren gleich kommt, ist nicht entfemt mit dem 
Nachtheile eines eben so grolsen Verliistes zu vergleichen. Man darf 
sich also nicht in ein Spiel einlassen, wobei das eine und das andre 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Bei dem Gewinne 
und Yerluste mufs man daher dieabsolutenund relativen Werthe 
unterscheiden. Von den letztern allein h&ngen die Erwartungen 
ab, und diese nehmen nur jene absoluten Werthe an, wenn das Ver- 
mdgen des Spielers im Vergleiche zu den Gewinnen und Verlusten 
unendlich grofs ist. Ein allgemein gQltiger Ausdruck fbr die relati- 
ven Werthe l&fst sich nicht angeben, doch wird in den meisten Fal- 
len der folgende, von Daniel Bernouilli aufgestellte Satz mit dem 
UrtheU des gesunden Menschenverstandes dbereinstimmen. 

X. Der relative Werth einer unendlich kleinen Summe ist 
gleich dem absoluten Werth derselben dividirt durch das Verm5gen 
der dabei betheiligten Person. Es wird dabei vorausgesetzt, dafs 
jeder Mensch einiges Vermdgen besitzt, und letzteres niemals bis auf 
Nichts herabsinkt. In der That wird selbst der Aermste den Ertrag 
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seiner Arbeit oder seine Hofihungen mindestens eben so hoch sch&tzen, 

als er nothdtlrflig zum Leben braucht. 

Das Verm5gen sei 1, der Zuwachs desselben Uj imd a die Wahr- 

scheinlichkeit, dafs letzterer eintritt: Alsdann ist nach dem yorste- 

henden Satze der relative Werth einer sehr kleinen Vergrdfserung 

gleich 

da 

1-ha 
und die entsprechende Hoffiiung 

ada 
l-ha 

daher die ganze moralische Hoffnung auf den voUen Gewinn von 
a =s bis a SB a, wobei die Wahrscheinlichkeit immer dieselbe bleibt, 
weil man entweder den ganzen Gewinn a oder Verlust erwartet, gleich 



'*/TTi»"^°«^^"^"^'' 



Eine Constante kommt nicht hinzu, weil ftr a =s auch 
log (1 -t- a) SB ist. 

Dieses ist die moralische Hoffnung auf den Gewinn a, 
w&hrend nach Satz VIII die mathematische Hoffiiung gleich a a war. 

Wftren in gleicher Weise noch andere Gewinne /9, 7^ . . . mit den 
Wahrscheinlichkeiten 6, c . . . zu erwarten, so wtlrde die moralische 
Hoffiiung auf Gewinn sich durch 



log (1 H- a)--h log (IH- /?)*-h log (1 -h ry 
= log[(l+a)-.(H./^*.(l + ;')'...] • 



attsdrflcken. Fragt man, wie grofs diese Hoffiiung sei, die durch x 

bezeichnet wird, so ist der moralische Werth des kleinen Zuwachses dx 

derselben wieder gleich 

dx 

1-+-X 

daher des ganzen x 

log (1+0?) 

Man hat demnach 

a? = (l-f-a)«*(H-/y)*.(l + y)'H — 1 

Wendet man diesen Ausdruck auf das erw&hnte Spiel an, wobei 
die Gewinne 2, 4, 8, 16 . . . Thaler sind, jenachdem man die Bildseite 
im 1., 2., 3. Wurfe u* s. w. triffi, und nimmt man an, dafs das Yer- 
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mogen des Spielers 200 Thaler betr&gt, so erhfilt man nadi vorher- 
geheiider Reduction auf diese Einheit die moralische Hoffnung 

a: = (— 1 + 1,01^ . 1,02* • 1,04^ • 1,08»'» ) 200 

Die Anzahl der Factoren des zweiten Gliedes ist gleich der 
vorher ausbedungenen Anzahl von Wttrfen, bis zn der das Spiel fort- 
gesetzt werden soil, wenn nicht schon frtther die Bildseite erscheint. 
Diese Anzahl sei gleich n, so ergeben sich die nachstehenden Werthe 
ftir X oder fikr die moralische Hoffnung, nachdem der Einsatz bereits 
eingezahlt ist. Wenn aber hiervon der Einsatz abgezogen, so bleibt 
die in der letzten Spalte angegebene Aussicht auf Gewinn, die in 
alien Fallen negativ ist und bei einer grSfseren Anzahl von Wflrfen 
einen bedeutenden Yerlust besorgen Iftfst. 



Anzahl der 
Wurfe = « 


Einsatz. 


X 


Aassidtt anf 
Gewinn. 


1 


1 Thlr. 


0,998 Thlr. 


0,002 TUr. 


2 


2 - 


1,994 - 


0,006 - 


3 


3 - 


2,988 - 


— 0,012 - 


4 


4 - 


3,966 - 


0,034 - 


5 


5 - 


4,914 - 


0,086 - 


6 


6 - 


5,806 - 


0,194 - 


7 


7 - 


6,602 - 


0,398 - 


8 


8 - 


7,268 - 


— 0,732 - 


9 


9 - 


7,782 - 


— 1,S18 - 


10 


10 - 


8,150 - 


— 1,850 - 


11 


11 - 


8,396 - 


2,604 - 


12 


12 - 


8,552 - 


— 3,448 - 


Der obige 


• 

Ausdruck ftkr x zeigt auch, dafs, wenn die erwarteten 


Gewinne «, /?, 


;', vergleichungsweise zum YermOgen des Spielers 


so klein sind, 


dais man 


die hSheren Potenzen desselben Temachlfis- 


sigen kann, die Factoren des zweiten Gliedes sich inl + aee, 1 + &/S, 


1 •+• cy und so 


> weiter verwandeln, wodurch 
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wird. Die moralische Hofinung ist also in diesem Falle eben so grofs, 
wie die mathematische. 

Dieser Satz zeigt noch, dafs in jedem Spiele, wenn auch die 
EinsHtze den moglichen Gewinnen genau entsprechen, die Yerluste 
immer empfindlicher, als die erwarteten Gewinne vortheUhaft sind. 
Betragt das Vermdgen des Spielers vor der Annahme jenes Spieles 
mit der MQnze 100 Thaler und er l&Tst sich unter den erw&hnten 



\ 
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Bedingungen auf 50 Wflrfe ein, so ist die moralische Hoffnung auf 
Gewinn nach Erlegung des Einsatzes von 50 Thalem und bevor das 
Spiel beginnt, nur 37 Thaler. Abgesehn yon den mdglichen noch 
grdfseren Verlusten hat der Spieler daher bereits 13 Thaler einge-< 
btlfst. Hieraus ergiebt sich, wie nachtheilig diejenigen Spiele sind, 
wo die Eins&tze sogar die mathematiscbe Hoffiiung (ibersteigen , und 
doch geschieht dieses bei alien Spielbanken, weil dieselben einen ge- 
wissen Gewinn sich sichem mttssen. 

Aus dem Satze X ergiebt sich auch, dafs man bei anvermeid- 
lichen Gefahren nicht sein ganzes Verm5gen von demselben Zufall 
abhSngig machen darf, man es vielmehr vertheilen mufs, damit die 
zuf&lligen Yerluste nur einzelne Theile treffen. Ist das Yermdgen 
aber an sich zu unbedeutend, um es bei dieser Vertheilung noch 
Yortheilhaft anlegen zu konnen, so thut man wohl, mit andem Per- 
sonen, die in gleicher Verlegenheit sind, in Verbindung zu treten. 
Hierauf beruht der moralische Werth der V ersicherungs-Gesellschaften. 
Man darf indessen yon denselben nur Yortheile erwarten, wenn man 
nicht selbst Gelegenheit hat, sein Besitzthum gegen einzelne Zuf&Ue 
zu sichem. So pflegt der Rheder, dem eine grdfsere Anzahl yon 
Seeschiffen gehort, dieselben bei keiner Assecuranz-Gesellschaft zu 
yersichem, indem die Pr&mien, die er diesen zahlen mttfste, den Werth 
der wahrscheinlichen Yerluste leicht tlbersteigen. Diese Differenz 
beruht theils auf den nothwendigen Verwaltungskosten , theils aber 
auch darauf, daTs die Wahrscheinlichkeit der Yerluste fbr alle Theil- 
nehmer nicht dieselbe ist, yielmehr gut ausgerilstete und tdchtig be- 
mannte Schiffe yiel seltener Schaden nehmen, als andere. Der reelle 
und yorsichtige Eigner yieler Schiffe findet es daher angemessner, 
ein besonderes Conto fbr Yersicherungen zu filhren und die Prftmien 
an sich selbst zu zahlen. 

Indem man sich durch Yersicherungen solcher Art yor grofsen 
Yerlusten scht&tzt, so fibertrfigt man das unyermeidliche Risico auf 
eine Gesellschaft, deren Yermdgen yiel grdfser ist, als das des Ein* 
zelnen, bei der also die Yerluste und Gewinne unter Hinzufllgung 
eines gewissen Zuschlages sich ausgleichen. Wie s^hr diese Einrich- 
tung sich rechtfertigt und als wohlth&tig angesehn werden muTs, 
so kommt doch nicht selten auch gerade das Gegentheil yor, indem 
grofse Capitalisten , um ihr Conto sogleich abzuschliefsen, sich mit 
Speculanten einlassen, die bei weit geringerem Yermdgen die zufal- 
ligen Yerluste und Gewinne gegen gewisse Abfindungs-Summen fiber^ 
nehmen. Diese gehen natllrlich darauf nur ein, wenn die mathema- 



tische HofihuDg hinreichend grofs ist, sie also mehr Aussicht auf 
Gewinn, als auf Verlust haben. Ein solcher Vortheil gebfihrt auch 
dem Unternehmer als VergQtung fbr die Besorgung des Geschftftes. 
Betrachtet man dagegen den moralischen Werth, den die zuftlligen 
Gewinne und Verluste ftr den Unternehmer bei seinem beschr&nkten 
Vermdgen haben, so fiberzeugt man sich leicht, dafs er das Risico 
nur tragen kann, wenn ihm aufser jenem bereits erw&hnten, noch ein 
neuer bedeutender Vortheil zugesichert wird. Dieser Vortheil sei 
gleich X und der Gewinn or, der mit der WahrscheinUchkeit a zu 
erwarten ist, w&hrend mit derselben Wahrscheinlichkeit auch ein 
Verlust a eintreten kann. Endlich sei m das VermOgen des Unter- 
nehmers. Nach dem letzten Satze findet man 
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oder der Geldwerth der entsprechenden Entsch&digung ist 



— "»(i-£i) 



Vernachl&ssigt man dabei die h5heren Potenzen des zweiten 
Gliedes in der Parenthese, so verwandelt sich dieser Ausdruck in 
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woraus sich ergiebt, dafs diese letzte VergQtung im umgekehrten 
Verh&ltnisse zum Vermogen des Untemehmers steht, der Aermere 
also zu weit grdfseren Forderungen, als der Reichere berechtigt ist. 

Die Hoffnung, dafs der Unternehmer das Risico wirklich tragen 
wird, ist indessen wie die Erfahrung zeigt, nur begrtkndet, so lange 
die Verluste geringfbgig bleiben. Stellen sie sich dagegen in bedeu- 
tender GrdDse ein, so hdrt eines Theils die Verpflichtung auf, sobald 
die Mittel erschdpft sind, andem Theils werden aber jedesmal schon 
fitther Billigkeitsgrfinde geltend gemacht, die gemeinhin nicht unbe- 
rtlcksichtigt bleiben, sobald nur der Nachweis gefbhrt werden kann, 
dafs die Verluste ohne eignes Verschulden eingetreten sind. Diese 
Uebertragung des Risico's auf einen Einzelnen, wie etwa bei grofsen 
und von manchen ZufiQligkeiten abh&ngigen Bauten, ist ein GlAcks- 
spiel, wobei der Bauherr, oder der Staat, vorweg auf den Gewinn 
in den gdnstigen Chancen verzichtet, aber dennoch die grdlseren 
ssufiUligen Verluste tragen mufs. 

Gl&cksspiele dieser Art sind ohne Zweifel die nachtheiligsten 




▼on alien, and dennoch wird nicht selten, und in manchen Staaten 
sogar regelm&Tsig darauf eingegangen. Vorzugsweise geschieht dieses 
wohl in der Absicht, schon vor dem Beginne eines Baues den Eosten- 
betrag desselben ganz bestimmt bezeichnen zu k5nnen, zuweilen glaubt 
man auch andere Grfinde daftr geltend machen zu mflssen. Jeden- 
falls ist es aber ftlr den Staat, als den grdfsten Capitalisten, immer 
am vortheilhaftesten , wenn er das Risico sich selbst vorbeh&lt, weil 
alsdann die mdglichen Gewinne und Verluste sich wirklich ausglei- 
chen. Nur solcbe Arbeiten, deren Ausdehnung sich bestimmt vorher- 
sehn l&fst und die von keinen ZufUligkeiten abh&ngig sind, eignen 
sich zu Entreprisen und noch mehr zu Accorden, und zwar unmittel- 
bar mit den Arbeitem, die sie ausftkhren. 

§10. 

Von groiser Bedeutung ist die Anwendung der Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung auf die Benutzung von Beobachtung^n, und 
hiervon wird im Folgenden allein die Rede sein. Jede Messung ist 
wie bereits erwfihnt, mit zuftlligen Fehlem behaftet, wenn sie aber 
oft wiederholt wird, so lassen sich dies^ Fehler nicht nur in gcwissem 
Grade beseitigen, sondem sie geben auch Gelegenheit zu beurtheilen, 
welche Sicherheit die gewonnenen Resultate haben. 

Die Beobachtungsfehler rflhren zuweilen, und namentlich bei 
mangelhafter Uebung im Gebrauche der Instrumente und Apparate 
▼on der falschen Aufstellung und unrichtigen Behandlung der letz- 
teren, oder von groben Irrungen im Ablesen der Maafse her. 
Sie k5nnen alsdann leicht Aberaus grofs werden und folgen nicht 
mehr den Gesetzen der Wahrscheinlichkeits-Rechnung, die ftr jede 
einzelne Beobachtung gleiche Fehler-Ursachen voraussetzt. Bei un- 
▼orsichtiger Benutzung der Instrumente sind zuweilen auch s&mmt- 
liche Messungen mit gewissen constanten Fehlern, wie etwa mit 
CoUimations-Fehlem, behaftet, die also durch Yergleichung der ein- 
zelnen Resultate sich nicht zu erkennen geben, wahrend ▼ielleicht 
die Uebereinstimmung derselben sogar einen hohen Grad ▼on Genauig- 
keit ▼ermuthen l&I*st. Auch von Fehlem dieser Art, die also nicht 
mehr zufUlig sind, ist hier nicht die Rede, sondem nur ▼on solchen 
die nach gehdriger Berichtigung des Instrumeiites und bei ▼oiler 
Aufinerksamkeit und Uebung im Messen sich nicht ▼ermeiden lassen. 
Ob diese Fehler positi^ oder negati^ ausfallen, und wie grofs sie 
aein werden, l&Tst sich weder durch blofse Ueberlegung, noch durch 



22 

Rechnong vorhersehn. Sie sind also zufallige Erscheinungen 
und nur den Gesetzen des Zufalls unterworfen. 

Die Instrumente oder Meis-Apparate sind stets in gewissem 
Grade ungenau und mangelhaft. Die SchSrfe der Einstellung und 
Ablesung ist begrenzt, und eben so ist das Maafs oder die Tbeilung 
mit gewissen Fehlern behaftet, die selbst durch die sorgfiUtigste 
Priifung nur bis zu einem gewissen Grade festgestellt und zur Be- 
richtigung der Ablesung benutzt werden k5nnen. Endlich sind auch 
unsere Sinne nicht voUkommen. Selbst das scharfiste Auge, von alien 
Mitteln der Optik unterstOtzt, kann nur bis zu einer n&heren oder 
entfernteren Grenze die Erscheinungen verfolgen, w&hrend die Uei- 
neren Maafse, die jenseits derselben liegen, nicht mehr wahrzunehmen 
sind. 

Hiemach sind alle Beobachtungen mit gewissen Fehlern behaftet, 
die von der Eigenthtlmlichkeit der Erscheinung, so wie von der 
Gflte der dabei benutzten Instrumente und von der Geschicklichkeit 
und Aufinerksamkeit des Beobachters abb&ngen. Es giebt aber 
jedesmal bei wiederholter Messung, wShrend die Sufsem Einwirkun- 
gen dieselben bleiben, oder von ihren Aenderungen Rechnung getra- 
gen wird, und wenn jene groben Irrungen vermieden werden, von 
denen bereits die Rede war, einen gewissen Grad von Genauig- 
keit, den man dabei erreicht, oder die Fehler treten in derselben 
Weise auf^ wie andere Erscheinungen, die von constanten Zufallig- 
keiten abhSngen. Sie folgen also den Gesetzen der Wahrscheinlich* 
keits-Rechnung, in gleicher Weise, wie dieses beim WOrfelspiel^ oder 
beim Ziehn von Loosen geschieht 

Die Methoden dieser Rechnung lehren zun&chst die wafarschein- 
lichsten Werthe der unbekannten Constanten aus Beobachtungen 
zu finden, die sftmmtlich mit zuf&Uigen Fehlern derselben Art behaftet 
sind. Dabei wird aber vorausgesetzt, dafs die Anzahl der Beob^ 
achtungen, also auch die der Gleichungen, grdfser als die der 
Unbekannten ist. Waren beide einander gleich, so wQrde man zwar 
ganz bestimmte Resultate erhalten, die jedoch von den Beobachtungs- 
fehlem im vollsten Maafse entstellt sind, indem eine Ausgleichung 
der letzteren in diesem Falle gar nicht eintreten kann. Ist die 
Anzahl der Unbekannten kleiner, als die der Messungen, so lassen 
sich ftir die ersteren keine Werthe finden, welche die letzteren voll- 
st&ndig darstellen, aber wohl solche, die einer Aus^eichung der 
Fehler nach den Gesetzen des Zufalls entsprechen, und sonach die 
wabrscheinlichsten und zugleich im Allgemeinen auch richtiger sind, 
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als jene au8 einer gleichen Zahl von Beobachtungen hergeleiteten 
ganz bestimmten Werthe. 

Wenn es sonst nur Aufgabe war, die Unbekannten so zu berech- 
nen, dafs sie deu Beobachtungen nicbt in auffallender Weise wider- 
sprachen, so mufs gegenw&rtig, nachdem das methodische Verfah- 
ren bekannt ist, jedes aus Beobachtungen hergeleitete Resultat als 
falscb angesehn werden, welches nicht die wahrscheinlichsten 
Werthe der Unbekannten angiebt. 

Vergleicht man demnftchst die einzelnen Messungen mit denje- 
nigen Werthen, welche sich durch Einfilhrung der in dieser Art 
gefundenen Unbekannten darstellen, so lassen die Differenzen zwischen 
beiden erkennen, welchen Grad der Wahrscheinlichkeit sowohl 
die Messungen selbst, als auch die daraus hergeleiteten Resultate 
haben. Diese Untersuchung ist insofem von der hochsten Bedeutung, 
als sie zu einer richtigen Wflrdigung der gewonnenen Resultate f&hrt. 
Die zuweilen sehr willktihrlichen und zum Theil sogar augenscheinlich 
unrichtigen Lehrsfttze in manchen Erfahrungs-Wissenschaften, wie 
zum Beispiel in der angewandten Hydraulik, wflrden nicht aufgestellt 
sein, wenn ihre Erfinder die Sicherheit det vermeintlichen Entdek- 
kung einer vorurtheilsfreien und methodischen Prtlfung unterworfen, 
und die gefundenen Resultate als ungQltig unterdrOckt h&tten, sobald 
diese sich nicht mit grofser Wahrscheinlichkeit annfthemd als richtig 
herausstellten. 

Endlich flduren die Methoden der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
auch bei Vergleichung verschiedener Hypothesen zu einem 
sichern Urtheil liber dieselben. In vielen Fallen ist n&mlich der 
Zusammenhang der einzelnen Wirkungen, welche eine Erscheinung 
veranlassen, so complicirt, daCs es nicht gelingt, denselben theoretisch 
zu verfolgen. Es bleibt alsdann nur librig, gewisse Hypothesen ein- 
zufbhren. Wenn diese aber gleiche l^erechtigung haben, so entsteht 
die Frage, welche von ihnen durch die vorliegenden Beobachtungen 
am meisten best&tigt wird. 

Ein Beispiel wird dieses Verh&ltnifs klar machen. Die Bewe- 
gung des Wassers in cylindrischen Rohren ist vergleichungsweise 
mit andem eine einfache Erscheinung, es ist aber bisher noch nicht 
geglAckt, sie aufzuklftren. Unter Beibehaltung derselben Rohre ist 
die Geschwindigkeit des hindurchstromenden Wassers augenscheinlich 
von der Druckhdhe abh&ngig. Bei uns wird gewohnlich vorausgesetzt, 
d^s die Druckh5he dem Quadrate der Geschwindigkeit des Wassers 
proportional sei, in Frankreich nimmt man dagegen an, die Druck- 
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h5he sei der Summe zweier Glieder gleich, von denen das eiiie die 
erste und das andere die zweite Potenz der Oeschwindigkeit zum 
Factor hat. Woltman machte schon frtkher darauf aufinerksam, dafs 
die ihm yorliegenden Beobachtungen sich ziemlich befiriedigend dar- 
stellen, wenn man die Druckh5he der Iften Potenz der Geschwin- 
digkeit proportional setzt. In &hnlieher Art hat man in neuester 
Zeit verschiedentlich versucht, andere Exponenten zu finden, die den 
Beobachtungen noch mehr entsprechen. Es sind also in diesem Bei- 
spiele sehr verschiedene Hypotbesen aufgestellt worden, denen man, 
so lange der wahre Zusammenfaang unbekannt ist, mit gleichem 
Bechte noch viele andere hinzufbgen konnte. Die Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung lehrt nun ein Criterium, woran man erkennt, welche 
von diesen Hypotbesen den vorliegenden Beobachtungen sich am 
schSrfsten ansphliefst. Sie bietet aber Qberdiefs auch Gelegenheit zu 
beurtheilen, ob diese wahrscheinlichste Hypothese als die richtige 
angesehn werden darf ^ oder ob sie nur innerbalb gewisser Grenzen 
gUltig ist. Wenn n&mlich die DifPerenzen zwischen den beobachteten 
und den nach dieser Hypothese berechneten Werthen ganz zuf&llig 
bald positiv, bald negativ ausfallen, so darf man sie als Beobachtungs- 
Fehler ansehn, wenn sie dagegen, nach der GrrSfse der Variabeln 
geordnet, sich in gleichem Sinne regelm&Iisig ver&ndem, also entwe- 
der grdfser, oder kleiner werden, so ist dieses ein sicheres Zeichen, 
dafs die zum Grunde gelegte Hypothese nur innerhalb gewisser 
Grenzen ungef&hr als zutrefFend angesehn werden darf, dafs sie aber 
keineswegs die Erscheinung ToUst&ndig darstellt. 

Es ergiebt sich hieraus, welchen wesentlichen Nutzen die Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung bietet, so oft man aus Messungen und 
Beobachtungen sichere Resultate ziehn will. 




11. Abschnitt. 

Beriehang cwischen der OrSsse der Beobaehtangsfehler and der 

Wahneheinliclikeit ihres YorkommeBS. 



§11. 

Die oben mitgetheilten zehn GrundsMze entbalten sehr vollst&n- 
dig die Elemente der Wahrscheinlichkeits-Rechnung in ihren ver- 
schiedenen Anwendungen. Die Gesetze, denen die Beobachtungs* 
fehler unterliegen, ergeben sich aus dcnselben, doch lassen sie sich 
nur darstellen, wenn man auf die Fehler-Quellen zurQckgeht. 

Indem die Beobachtungs -Fehler, wie Torstehend gezeigt ist, 
zuftllig sind, so k5nnen sie die Resultate eben so leicht yergrSfsern, 
wie verkleinern, und man bat keinen Grund, irgend eine Correction 
anzubringen, so lange die Messung nicht wiederholt, oder in andrer 
Weise geprftft ist. Der wahrscheinlichste Werth einer nur einmal 
gemessenen Grdfse ist sonach deijenige, den man gerade gefunden 
hat. Hat man dagegen eine oder mehrere Wiederholungen vorgenom- 
men, so kann die dauemde Wiederkehr desselben zuf^Uigen Fehlers 
eben so wenig eintreten, wie man beim wiederholten Aufwerfen eines 
richtigen WtUfels immer dieselbe Seite wieder erwarten darf, es wer- 
den vielmehr beim Eintreten der zuf&lligen Erscheinung dieselben 
Abwechselungen sich zeigen, die eben den Zufall charakterisiren, und 
die bei vielfacher Wiederholung zuletzt dazu dienen, den Einflufs der 
constanten Ursachen von denen des Zufalls zu trennen, und sonach 
die letzteren aus dem Resultate immer mehr zu entfemen. Etwas 
Aehnliches geschieht auch bei anderen Controllen, doch ist dieser Fall 
weniger einfach und es kann daher erst sp&ter hiervon die Rede sein. 

Wenn man dieselbe Gr5fse vielfach gemessen und sich dabei 
immer bemtkht hat, nicht nur durch unmittelbare Ablesung der Thei- 
lung, sondem auch durch Sch&tzung der Ueineren Maafse das Resul- 
tat jedesmal mdglichst scharf auszudrQcken, so werden die geiunde- 
nen Unterschiede allein yon jenen zuftlligen Fehlern berrObren. 
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Die Abweichungen von dem mittleren Werthe sind aber nicht nur 
durch das Zeichen von einander verschieden, indem sie bald positiv, 
bald negatiy ausfallen, sondem sie stellen sich auch in ihrer absolu- 
ten Grdlse sehr abweichend dar. Zuweilen yerschwinden sie ganz, 
sie verfolgen aber alle Abstufungen bis zu den grofsten Werthen. 
Mali wird bei vielfachen Wiederholungen immer finden, dafs die 
Anzahl der Abweichungen zwischen je zwei gleich weit entfemten 
Grrenzen nicbt gleich grofs ist, vielmebr kleinere Abweichungen jedes- 
mal h&ufiger vorkommen, als grofsere (§ 28)* Wenn man zum Bei- 
spiel dieselbe Linie von 50 Ruthen Lange mil der Kette wiederho- 
lentlich mifst, indem man jedesmal die Stellen, wo die Kettenst&be 
eingesetzt wurden, unkenntlich macht, so wird unter gdnstigen Um- 
st&nden wohl keine Abweichung von 1 Fufs vorkommen, die Abwei- 
chungen von einigen ZoUen oder noch •kleinere werden sich aber 
am 80 hfiufiger wiederholen, je geringer sie sind. Eben so wird 
man beim wiederholten Messen eines Winkels viel haufiger Ab- 
weichungen von einigen Minuten, als von ganzen Graden finden. 
Dasselbe geschieht bei alien Messungen und Beobachtungen. Hier- 
nach ist es wahrscheinlicher, einen kleineren, als einen grdfseren 
Fehler zu begehn, oder es findet bei jeder Beobachtungs-Art zwischen 
der Grdfse des Fehlers und der Wahrschcinlichkeit seines Vorkom- 
mens eine gewisse Beziehung statt. Die Wahrscheinlichkeit ei- 
nes gewissenFehlers ist sonach eine Function seiner G-rdfse, 
die positiven und negativen Fehler sind aber gleich wahrscheinlich, 
wenn man, wie vorausgesetzt wird, constante Fehler-Ursachen ver- 
meidet. 

Zur Darstellung des analytischen Ausdrucks dieser Function oder 
der Beziehung zwischen der Grdfse des Fehlers und der Wahrschein- 
lichkeit seines Yorkommens soil bier ein Weg gew&hlt werden, der 
in dem Gebiete der Wahrscheinlichkeits-I^echnung keineswegs unge- 
w5hnlich, der aber zu diesem Zwecke bisher nicht benutzt ist. Er 
gewfthrt den Vorzug einer groisen Anschaulichkeit, und f&hrt ohne 
fremdartige Hypothesen zum Ziele, wfthrend er zugleich nur sei- 
che Vorkenntnisse in Anspruch nimmt, die ziemlich allgemein vei> 
breitet sind. 

§ 12. 

Der zuftllige Beobachtungsfehler wird niemals durch einen ein- 
zelnen Umstand veranlafst, er setzt sich vielmehr immer aus verschie- 
denen Feblem zusammen, die in alien Theilen des Apparates und 
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in der Anwendung desselben vorkommen. Wird zum Beispiel eine 
Linie von der LSnge einer Vi«rtel-Meil'e gemessen, so mufs die Kette 
hundertmal ausgeBpannt werden, imd jeder Fehler beim einmaligen 
Ausspannen hat Einflufs auf das Resultat. Der Fehler im letzteren 
ist die algebraische Summe dieser partiellen FehFer, oder die Diflferenz 
zwischen der Snmme der poeitiven nnd der negativen. In gleicher 
Weise kann man aber auch schon den Fehler beim einmaligen Aus- 
spannen der Eette in eine grofse Anzahl entfemterer Fehler zerlegen. 
Die L&nge der Kette wird n&mlich von Zeit zu Zeit mit dem Etalon 
verglichen. Man spannt sie zu diesem Zwecke anf m&fsig ebenem 
Boden aus, und Qberzeugt sich, dafs die Kettenstabe von Mitte zu 
Mitte wirklich 5 Ruthen von einander entfemt sind. Ist ihr Abstand 
grOfeer oder kleiner, so bringt man die erforderliche Berichtigui^ 
an. Wenn aber beim femeren Gebrauche die einzelnen Glieder oder 
die Ringe eine etwas andre Lage annehmen, oder wenn der Boden 
mehr oder weniger eben ist, als er bei der Probe war, oder die 
Kette schftrfer oder schw&cher angezogen wird, oder die Temperatur 
eine andere ist, oder tLberhaupt irgend welche verftnderten Umst&nde 
eintreten, so werden offenbar eine sehr groi'se Anzahl Abweichungen 
eingefQhrt, deren algebraische Summe schon den Fehler der einzel- 
nen Kettenl&nge bildet. Auch bei Winkel-Messnngen und Qberhaupt 
bei jeder Art von Messung findet dasselbe statt, wpher es keines-. 
wegs eine unbegrfindete Voraussetzung ist, vielmehr aus der n&hem 
Betrachtttng des ganzen Verfahrens und der Zusammenstellung 
des Apparates sich unmittelbar erkl&rt, dafs der Fehler jeder ^ 
Messung sich aus einer sehr grofsen Anzahl von elementftren 
Fehlern zusammensetzt. Diese Anzahl vergrofsert sich aber im- 
mer mehr, je weiter man auf die entfemteren Fehlerquellen zu- 
rQckgeht. 

Jeder Beobachter und eben so auch jeder Mechaniker, der den 
Mefs-Apparat anfertigt, wird sich bemfUien, constante Fehler zu ver- 
meiden, die das Resultat der Messung jedesmal vergrdfsem, oder 
jedesmal verkleinem. Hierher gehdrt schon die erwfthnte PrftAing 
der Eette durch das Etalon, und in Shnlicher Art wird der vorsich- 
tige Beobachter nie vers&umen, diejenigen Prafungen vorzunehmen, 
wodurch er sich ilberzeugen kann, dafs sein Instrument den nothigen 
Orrskd von Richtigkeit hat, oder aber er wird die nicht zu beseitigen- 
den Fehler ermitteln und die entsprechende Berichtigung in das Re- 
sultat eIniUiren. Es folgt hieraus, dafs jeder noch bleibende, also 
zuftllige Fehler der einzelnen Operatiohen eben so leicht positiv, 
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wie negativ sein kann, und dafs daher die Wahrsoheinlichkeit ftkr 
einen positiTen Werth desselben eben so grol's, wie ttXr einen nega- 
tiven ifit. 

Wenn diese Voraussetzungen als in sich begrQndet zugegeben 
werden, so k5nnte doch die Annahme, dafs es fiir jede Messung 
unendlich viele und zwar gleich grofse, also sehr kleine, elementftre 
Fehler giebt, Bedenken erregen. Indem man aaf die entfemteren 
Fehlerquellen zurQckgeht, und es hierbei in der That keine Grenze 
giebt, so wird auch diese Voraussetzung nicht unpassend erscheinen, 
man mufs sie aber machen, wenn man die Beobachtungsfehler all- 
gemein auffassen und nicht etwa eine bestimmte Art von Beobach* 
tungen untersuchen will. Im letzten Falle liefse sich allerdings das 
^usammentreffen einer m&Tsigen Anzahl partieller Fehler und zwar 
von verschiedener Gr5fse denken, aber die FeststeUung der Yer- 
h&Itnisse wtirde immer sehr willkHhrlich bleiben, und die geftindenen 
Besultate wlirden nur auF diese Art der Messung Anwendung finden. 

Die der folgenden Untersuchung zum Grunde liegende Hypo- 
tiiese lautet demnach: 

^Der Beobachtungsfehler ist die algebraische Summe 
einer unendlich grofsen Anzahl elementftrer Fehler, die 
alle gleichen Werth haben und eben so leicht positiv, wie 
negativ sein kdnnen.^ 

Diese Voraussetzung fiihrt durch sehr einfache Betrachtungen 
zu dem Ausdrucke, der die Wahrsoheinlichkeit des Eintretens der 
Fehler von verschiedener Gr5fse bezeichnet, und zwar stimmt dieser 
Ausdruck genau mit demjenigen Hberein, den zuerst Gaufs herlei- 
tete, indem er annahm, dafs bei wiederholter Messung einer einfachen 
Grdlse das arithmetische Mittel der wahrscheinlichste Werth sei. 
Thomas Young hat dagegen einer Untersuchung fiber die Wahr- 
soheinlichkeit der Beobachtungsfehler eine Hypothese zum Grunde 
gelegt, die mit der hier gew&hlten nahe flbereinstimmte. Die Resultate^ 
zu denen er gelangte, beschrftnken sich indessen nur auf einige Vor- 
sichts-Maafsregeln beim Beobachten, ohne zu einer Methode zu f&hren, 
nach welcher die wahrscheinlichsten Werthe sicher dargesteUt werden 
kdnnen*). Sp&ter hatBessel sowohl unter Annahme einer einzigen, 
wie mehrerer Fehler -Quellen und unter der Voraussetzimg, dais jeder 
Fehler eben so leicht positiv, wie negativ sein kann, jenes von Gaufs 



*) Remarks on the probabilities of error in physical obserrations. Philosophical 
Transactioos for 1819. 
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aufgesteUte Gesetz, unabhftngig vom arithmetischen Mittel hergelei- 
let*). Der dabei verfolgte Weg bietet indessen grdfsere Schwierig* 
keiten, woher er sich f&r die hier beabsichtigte, mdglichst einfache 
BegrAndung nicht eignet. ^ 

§ 18. 

Nach der obigen Auffassung ist der Beobacbtungsfehler gleicb 
der Differenz zwischen den, in unendlicher Anzahl auftretenden 
sehr kleinen positiven und negativen element&ren Fehlem, von denen 
jeder eben so leicht positiv, wie negativ sein kann. Das VerbAltnifs 
ist also genau dasselbe, als wenn in einer Ume eine gewisse Anzahl 
schwarzer und eben so viele weifse Kugeln Hegen and man wieder- 
holentlich eine herauszieht, die man aber, nachdem man sie gesehn, 
wieder hineinwirft, damit immer eben so viele schwarze wie weifse- 
Eugeln in der Ume bleiben. Es fragt sich, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit man bei einer grofsen Anzahl von ZAgen verschiedene Diffe- 
renzen zwischen schwarzen und weifsen Eugeln erwarten darf. 

Bei jedem einzelnen Zuge ist es eben so wahrscheinlich , eine 
schwarze, wie eine weifse Eugel zu fassen, wenn man also nur ein- 
mal greift, so ist die Wahrscheinlichkeit f&r jede gleich ^, und die 
Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten ist 1, oder die Gewifs- 
heit, dafs man entweder eine schwarze dder eine weifse Eugel Zie- 
hen wird. 

Wenn die schwarzen Eugeln mit 5, die weifsen mit W bezeichnet 

werden, so sind bei zwei Ziehungen die vier gleich wahrscheinlichen 

FftUe 

8S SW WS und WW 

die Wahrscheinlichkeit eines jeden ist also gleich \ . Wenn aber die 
Reihenfolge, in der die schwarzen und weifsen Eugeln auftreten, 
unbeachtet bleibt, so fallen die beiden mittleren ZAge zusammen, 
und die Wahrscheinlichkeit derselben ist 2 • | oder \ , w&hrend die 
Wahrscheinlichkeit flir SS und eben bo fCar WW nur \ ist. 

Betrachtet man drei Ziehungen, so zerftllt jede der frOheren 
vier gleich wahrscheinlichen Combinationen in zwei andere, indem 
zu jeder noch ein 5 oder W hinzukommt. Ihre Anzahl verdop- 
pelt sich also, und die Wahrscheinlichkeit jedes Falles wird halb so 
grofs , als sie frflher war , also gleich | . Nimmt man dagegen auf 



*) Schamacher's Astronomische Nachrichten. Band 15. Altona 1838. 
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die Reihenfolge nicht Rftcksicht, so bleiben nur vier FftUe fibrig, 

nftmlich 

SSS SSW SWWxmd WWW. 

Jeder der beiden mittlereD hat sich aus 3 gleich wahrscbem* 
lichen Ziehungen zusammengesetzt, indem W und S eben so oft ihre 
Stelle findern konnen. Die Wahrscheinlichkeiten flir diese vier Fftlle 
sind demnach ^ , | , | und ^ . 

Das Gesetz, wonach diese Ausdrficke ftr die Wahrscheinlichkeit 
der verschiedenen Verbindungen sich bilden, ist sehr einfach tmd 
ergiebt sich unmittelbar aus der Potenzirung eines Binomiums. Indem 
bei der ersten Ziehung 2 gleich wahrscheinliche Ffille m5glich sind, 
und bei jeder folgenden die Anzahl derselben sich yerdoppelt, so 
giebt es bei v Ziehungen 2 gleich wahrscheinliche F&lle, und die 
Wahrscheinlichkeit eines jeden ist gleich 1 dividirt durch 2 . Diese 
'Combinationen sind indessen zum Theil nur durch die Stelle der 
S und W verschieden^ und indem man diese nicht bertkcksichtigt, 
so yereinigen sie sich zu derselben Gruppe. Dasselbe geschieht, 
wenn das Binomium 8-i- W zu. irgend welcher Potenz erhoben wird, 
wobei auch die Stellung der Factoren ohne EinfluTs ist, und sonach 
dieselben Glieder mehrfach vorkommen, oder mit den bekannten 
Binomial -Coefficienten versehn werden. Indem bei jeder nieuen Zie- 
hung, zu jeder mdglichen Combination noch ein 8 und ein W bin- 
zukommt, so verSudem sich die Combinationen genau in derselben 
Art wie die Glieder des Binomiums, sobald der Exponent um 1 w&chst 

Hiemach ist bei v Ziehungen die Anzahl der Combinationen 
gleich I' + 1 und die Z&hler der AusdrQcke fbr die Wahrscheinlich- 
keiten sind 

V fttr 1 weifse und v — 1 schwarze Kugeln 



V- 1 



1.2 
V • V — 1 • V — 2 



. 2 - - v-2 



. 3 . - v—S 



1.2.3 
und so fort. 

Indem die Beobachtungsfehler den Unterschieden zwischen den 
schwarzen und weifsen Eugeln entsprechen, so ergiebt sich schon 
aus der symmetrischen Reihenfolge der Binomial -Coefficienten, dais 
positive und negative Fehler gleich wahrscheinlich, und die Fehler 
um so wahrscheinlicher werden, je kleiner sie sind. Die in der Mitte 
der ganzen Reihe stehende Combination, worin \ v schwarze und eben 
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so yiele welise Kugeln vorkommen, oder wo die Differenz zwischen 
beiden, also der Beobacfatungsfehler gleich Null ist^ ist sogar die 
wahrscheinlichste Ton alien. 

Am unwahrscheinlichsten sind die beiden Falle, dafs nur schwarze 
oder nur weifse Kugeln gezogen werden. Alsdgnn steigert sich die 
Differenz zwischen beiden auf die ganze Anzahl der Ztige, oder nacb 
der obigen Auifassung wtlrde der Fehler in der Beobachtung gleich der 
Summe der unendlich vielen element&ren Fehler, also so grofs werden, 
wie derselbe in Wirklichkeit nie ist. Die Wahrscheinlichkeit dafUr 
ist aber unendlich geringe, und dieses ist der Grund, weshalb er 
niemals vorkommt. Schon ffir hundert gleiche ZOge ist diese Wahr- 
scheinlichkeit (nach §4) tlberaus geringe, namlich 1 dividirt durcb 

oder durch 

1 267650 600228 229401 496708 205376. 

Um diese geringe Wahrscheinlichkeit zu versinnlichen , w&hle 
man das Aufwerfen von hundert Mtlnzen, statt des hundertmaligen 
Ziehens aus der Ume, weil letzteres zu zeitraubend sein wtkrde. 
Die Wahrscheinlichkeit fbr das , gleichzeitige Erscheinen von alien 
Schrift- oder alien Bildfl&chen ist aber eben so grofs, wie far 100 
schwarze oder weifse • Kugeln. Gesetzt dafs man in jeder Secunde 
einmal die Mtinzen aufwerfen kdnnte und ununterbrochen das Spiel 
fortsetzte, so wUrde man in einem Jahre doch nur 31 550 000 WQrfe 
machen, es wd.re also durchaus nicht zu erwarten, dafs man die 
s&mmtlichen Bildfl&chen trafe. Aber selbst wenn alle menschlichen 
Bewohner der Erde oder 1000 Millionen Menschen mit derselben 
Schnelligkeit und ohne Unterbrechung Tag und Nacht hindurch 
dieses Spiel trieben, so wtlrde dennoch nicht etwa in einem Jahre 
oder in einem Jahrhunderte ein solcher Wurf vorkommen, sondem 
man k5nnte nur 1 gegen 1 wetten, dafs in 40 BiUionen Jahren ein- 
mal alle Bildfl&chen erscheinen. Hiernach erklart es sich, dafs die 
sehr grofsen Fehler^ wenn sie auch denkbar sind, doch 
in der Wirklichkeit nicht yorkommen. 



§ 14. 

Man denke die s&mmtlichen Combinationen der schwarzen und 
weiisen Kugeln, die bei v Ztlgen mdglich sihd, der Reihe nach als 
Abscissen auf eine gerade Linie aufgetragen, und zwar so, dafs der 
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Nullpunkt die Verbindung der s&mmtlicheii weifsen Eugeln bezeichnet, 
dafs in die Abscisse as 1 eine schwarze Kugel and p — 1 weifse 
treffen, in die Abscisse tem 2 zwei schwarze and p — 2 weifse Eugehi, 
und so weiter. Durch diese Punkte ziehe man senkrechte Linien 
oder Ordinaten und gebe denselben solche Lfingen, dafs sie in be- 
liebigem MaaTsstabe der Wahrscheinlichkeit jeder betreffenden Com- 
bination entsprechen. Verbindet man nunmehr die Endpunkte dieser 
Ordinaten durch eine Curve, so wird letztere, sobald p unendlich 
grofs ist, der Abscissenlinie sich asymptotisch anschliefsen, sich lang- 
sam von ihr entfernen, in der Mitte den grdfsten Abstand erreichen, 
und alsdann in derselben Art, wie sie aufstieg, sich wieder senken. 
Dafs die Curve diesen Zug verfolgt, ergiebt sich aus dem Oesetze 
der Binomial- CoefBcienten, die bekanntlich jedesmal in gleicher Ent- 
femung von der Mitte auch gleiche Grdfse haben. In der Mitte 
ist die Anzahl der schwarzen und weifsen Eugehi gleich grofs, also 
der Fehler gleich NuU. Daher die Wahrscheinlichkeit $ dieser Com- 
bination deich dem mittleren Binomial -Coefficienten der yten Potenz 

V • V — 1 . V — 2 (Jv -+- 2) • (Jy -h 1) 



1.2.3 (iv — l)'\v 

dividirt durch 2 , oder 

o-v y.y — l.y — 2 (4^ + 2) .(j[y+ 1) 

*~ ' 1.2.3 (jv_l).|r 

In die Mitte der Figur kann aber nur in dem Falle eine Ordi- 
nate treffen, oder in der Reihe der Binomial -Coefficienten stellt sich 
ein in der Mitte liegender nur dar, wenn v eine gerade Zahl ist. 
Zu diesem Zwecke setze man 

Alsdann ist die Ordinate in der Mitte 

^-a« 2n. 2fi— 1.2fi-<2 iH-2.n-+-l 

1*2.8 n— ;l.ff 

Eben so lassen sich auch die vorhergehenden und die nach- 
folgenden Ordinaten ausdrtLcken. 

£s war angenommen, dafs v Ziehungen stattfinden und die 
Abscissen immer um eine Einheit wachsen. Da nunmehr die Grdfse 
ft eingeftQirt ist, daher unter Beibehaltung derselben Einheit die Ab- 
scissen um I wachsen, so bezeichnet jede folgende Abscisse, dais 
eine halbe schwarze Kugel hinzugekommen und eine halbe weifse 
fortgenommen ist, dais ako die DifFerenz beider sich um eine Kugel, 
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oder der Beobachtungsfehler, der durch diese Differenz ausgedrtlckt 
wird, sich um einen element&ren Fehler vergrdfsert hat. 

Indem man die vorhergehenden und nachfolgenden Binomial- 
Coefficienten durch den mittleren ausdrAckt, kann man auch die 
Wahrscheinlichkeiten fbr Fehler, die 1^ 2, 3, . . . element&ren Fehlem 
gleich sind, durch c oder durch die Wahrscheinlichkeit ausdrtlcken, 
dafs der Fehler gleich Null sei. Man findet in dieser Weise die 
Wahrscheinlichkeit y 

f&r den Fehler =s 1 t/ss . b 

^ n+1 



ii-n— 1 
= 2 y — «. 1 M,j-9 '^ 

« -4- 1 • II -4- ^ 



rt n*n — l»n — 2 

~ ^ *" n+.l*n4-2-n-|-3 * * 



und allgemein fbr den Fehler ss m 

n«« — l»fi — 2....n — m-[-2«fi — m-j-l 
n-+-l»fi + 2»n-t-3....ii-|-m — l»n-Hw 

Bezeichnet man die n&chst folgende Ordinate, oder die Wahr- 
scheinlichkeit fdr den Fehler m + 1 mit y\ so ist 



f n • n- — 1 •n — 2....n — m-l-2»n — m-|-l»n — m 

« Hh 1 • n-\- 2«n-h3....«-hm — 1 •n-f-m-ii-hm-l- 1 



ft — m 



n + m'+- 1 

daher 

'_ « _ 2fii-hl 

Indem nun nach der obigen Voraussetzung der Beobachtungs- 
fehler oder m sich aus unendlich vielen element&ren Fehlern zusam- 
mensetzt, so verschwindet dieser einzelne Fehler sowohl im Z&hler, 
wie im Nenner des vorstehenden Ausdruckes. Aber auch das Yer- 
h&ltnifs zwischen n und m ist kein endliches. Jeder wirklich vor- 
kommende Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit also nicht unendlich 
klein ist, bleibt namlich unendlich klein gegen den grdfsten denk- 
baren Fehler. Die Zahl der element&ren Fehler oder n ist unendlich 
grofs, daher ist auch die Anzahl der Binomial -Coefficienten, also 
der Ordinaten, und eben so die der entsprechenden Abscissen un- 
endlich grofs. Die Curve setzt sich folglich auf beiden Seiten ins 

Unendliche fort indem sich ihre beiden Schenkel asjmptotisch der 

8 
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Abscissen-Linie n&bem. Der gr5fste denkbare Fehler ist daber un- 
endlicb grofs gegen jeden nocb zu erwartenden Febler msx, und 
letzterer wieder unendlicb grofs gegen den einzelnen elementaren 
Febler, der bisher gleieb 1 gesetzt wurde. 

Hiemacb verwandelt sicb der vorstebende Ausdruck in 

2x 

y — y = y 

n 

Bisber war angenommen, dafs die Febler stufenfbrmig um die 
unendlicb kleine Einbeit eines element&ren Feblers wacbsen. Bei 
der Continuit&t der Curve ist letzterer nicbts Anderes, als dx^ 
und y' — y wird alsdann gleieb dy. 

Die Otirve umfaTst alle mdglicben Febler von 

a? ==s — 00 bis a? =s -I- Qo 

die Wabrscbeinlicbkeit, dafs irgend einer derselben vorkommen wird, 
der aucb gleieb Null sein kann, ist Gewifsbeit, also = 1. Son^cb 
ist die Summe der sammtlicben Ordinaten gleieb 1. Diese Summe 
stellt sicb sebr einfacb dar, indem man von den Linien zu den Flacben 
tibergebt und jede Ordinate mit dx multiplicirt. Alsdann ist y die 
Wabrsebeinlicbkeit, dafs der Febler zwiscben x und x-hdx fallen 
wird. Die Wabrsebeinlicbkeit, dafs der Febler grofser als a und 
kleiner als b sein wird , ist gleieb der Flacbe zwiscben den zu rr as a 
und a? = 6 gebSrigen Ordinaten, und die Flftcbe der ganzen Curve, 
also zwiscben a; = — oo und a; = + <x) oder 



/ 



ydxss 1 

Durcb diesen Uebergang von den Linien zu Fl&cben verftndert 
sicb der vorstebende Ausdruck in 

ay=5 ydx 

^-^-l2xdx 
y n 

folglicb log y = x'^ -+- Const. 

Fflr j; s= wird aber y = 6 
also Const. = log e 

folglicb 

logy = — ~a?* + log6 
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oder wenn man ron den Logarithmen zu den Zahlen dbergeht 

n 

WO e wie gewdhnlich die Grundzahl der nattkrlichen Logarithmen 
bedeutet und « die grdfste Ordinate ist. Die Constante n charakte- 
risirt die jedesmalige Beobachtungsart. Wenn es sich um eine Reihe 
gleichartiger Messungen oder Beobachtungen handelt, so kann man 
It jeden beliebigen Werth geben, es auch gleich 1 setzen, oder ftlr 
X einen Maafsstab w&hlen, der im Verhgltnifs von 1 zu yn kleiner 
ist. Diese Aendening ist unbedenklich, insofem die Abscissen und 
die Ordinaten ganz heterogene Groisen sind, die sicb nicht in gleicher 
Art messen lassen. Es soil zunSchst gezeigt werden, dafs € in ein- 
facher Beziehung zu n steht, also durch dieses ersetzt und dadurch 
der gefundene Ausdruck auf eine einzige Constante zurtlckgef&hrt 
werden kann. 



§ 15. 

Die vorstebend entwickelten Werthe fbr y enthalten £ oder die 
grdfste Ordinate ais Factor, daher sind sie s&mmtlich der letzteren 
proportional. Es ergiebt sich hieraus, dafs auch die ganze Fl&che 
der Curve, welche das Vorkommen irgend eines Fehlers bezeichnet, 
also gleich 1 ist, gleichfalls € proportional sein mufs. Man hat also, 
wenn c ein noch unbekannter Factor ist 

1 3BSC* 6 

oder 

Folglich durch Einfllhrung des frttheren Werthes von € 

2» 1 • 2 • 3 • • • • n — 1 • w 

^~ *2fi.2n~l .2n — 2.. . . n 4- 2 • n 4- 1 

Setzt man n gleich 1, 2, 3 u. s. w. so findet man 

f&r fi=l...c = 2'. -^ 

2 

n — 2...c = 2*^^ 

4 • o 
«-q r_9" l'2-3 



n :s 4 . . . c SB 2 



«.4 



1 . 2^ 3.4 

8- 7.6 .5 



8 
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und so fort. Man bemerkt sogleich, dafs jeder folgende Wertb f&r 
c sich aus dem vorhergehenden, der zu n — 1 gehort, sich dadarch 
bildet, dafs der Factor 

'2«-2n — l~2n— 1 
hinzukommt. 

Geht man zu den Quadraten Aber, so • muTs der zu n — 1 geh5- 
rige Werth von & mit 

2n-^2n 

2fi_1.2n— 1 

multiplicirt werden, um den zu n gehdrigen darzustellen. Man hat 

nftmlich 

2 
ftUr fiJBSBl...c'^ — • 2 

« = 3...c=y-3-3— g^.6 

e=4 a^ 2 .2.4 .4.6.6.8 ^ 

1«3.3.5.5.7.7 

und so fort. Die Wertbe von c' sind bier in der Art gescbrieben, 
dafs sie aus einem Brucbe und einem Factor besteben. Der Factor 
ist immer gleich 2ii. Der Brucb n&bert sicb aber, wenn n grofser 
wird, immer mebr einem bestimmten Wertbe. Sobald nUmlicb n um 
eine Einheit w&cbst, so wird er mit 

2yi — 2.2n 
2n— 1.2n — 1 

multiplicirt und dieser Factor n&hert sich bei zunehmendem n immer 
mebr der Einbeit, wodurch der Brucb einen constanten Wertb an- 
nimmt, dieser ist aber nicbts anders, als \n oder die L&nge des 
Quadranten fdr den Badius 1. Die Herleitung dieses von Wall is 
gegebenen Ausdruckes dQrfte mancben Lesem unbekannt sein, wober 
die nacbstebende Mittbeilung sicb rechtfertigen wird. 
Durcb partielle Integration bat man 

Man kann sonacb dieses Integral auf ein anderes von gleicber 
Form zmUckftlbren, in welchem der Exponent um 2 Einbeiten klei- 
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ner ist. Jenachdem der letztere gerade oder ungerade ist, bleibt er 
auch in den abgeleiteten Intogralen gerade odcr ungerade. Beide 
Falle massen besonders behandelt werden. 

Wenn m eine ungerade Zahl ist, so enthalten die nach und 
nacb gefundenen Glieder, die nicht unter dem Integral-Zeichen stebn, 
nur gerade Potenzen Yon ». Man hat 

PCr^^) (i»*+3.5*-^3-T5)>'<^-'') + ^ 

und so fort. 

Wenn m dagegen eine gerade Zahl ist, so ftlhrt die Integra- 
tion zu trigonometrischen Functionen. Der einfacheren Bezeichnung 
wegen setze man 



Man hat alsdann 
3-^ = (jp-hC 



arc (sin =b «) ^ qp 






/i 

f »*rf» _ A,. , 1-5 1-3.5 \ 1.3.5 

j,/(l_,.) \i^ +4.6* ^2.4.6 V^^ '^^2.4.6'^ 

und so fort. 

Sucht man nun fikr die s&mmtlichen Integrale die Werthe inner- 
halb der Grenzen iSsssO und z = l^ also f&r 9 as: bis (f>=a\n^ so 
verschwinden jedesmal alle Glieder bis auf eins. Dieses ist 
fbr m =s . . . gleieh J;i und fbr m = 1 . . . gleich 1 

V 

- m SB 2 . . . - o" • J^ " " 111 = 3. 

• Ifl SSS 4 . • . - ii .- • s^I - - III SB , 
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und so weiter. Die Werihe sind einander so gegentLber gestellt, da(s 
m auf der rechten Seite um eine Einheit grdiiser ist, als auf der linken. 
m und m + 1 nSrhern sich aber immer um so mehr , je grdfser m 
wird, und werden einander gleich, wenn m unendlich grofs ist, in 
diesem Falle sind auch die zugehorigen Werthe sich gleich. Beide 
baben alsdann bestimmte Zahlenwerthe angenommen, weil die jedes- 
mal hinzukommenden Factoren 

m— 1 
III 

bei grofsem Werthe von m gleichfalls 1 geworden sind. 
Man hat sonach 

1*3*5*7.9-- , 2-4- 6- 8- 10 • • 



— • 



\n 



• • • 



2.4.6-8.10 . ■ . ^ 3. 5. 7. 9*11 

oder , _2.2.4.4-6.6»8.8.10.10.-. 

'^~ 1 . 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . 7.9 .9. 11 . . • 

Dieses ist genau derselbe Bruch, der mit 2n multiplicirt c* dar 
stellte. Man hat also 

oder c = ^(n n) 

da aber cc = 1 

so ist 1 ' 

oder 1 

n = 

n . 6* 

Der im vorigen Paragraph entwickelte Ausdruck fCkr y verwan- 

delt sich also in 

1 _^ 

In dieser Form hat Gaufs das Gesetz tkber die Wahrschein- 
lichkeit der Beobachtungsfehler ausgedrQckt *). 



. *) Theoria motua corporum coelestium. Hambarg 1809. Gaufs leitete das Ge86tz 
zuerfft aus der Yoraussetznog her, dafs das arithmetische Hittel der wahrsebeinlichste 
Werth einer mehrfach gemessenen Grorse sei. Encke wies im astroDomiscben Jahr-. 
bucbe far 1834 nach, dafs man nur annehmen darfe, das arithmetische Mittel aas 
zwei MessoDgen sei der wahrscheinlichste Werth der Grofse. In der Theoria combi" 
nationis observationum erroribus minimia obnoxiaty Gottingen 1823| erklarte Ganfs jeden 
Beweis far die Richtigkeit der Voraussetzimgen fur entbehrlicb, indem dieselben schon 
in sich begrandet seien. 



III. Abschnitt. 

Die Methode der kleinsten Quadrate. 

§ 16. 

In vielen F&llen ergeben die Messungen oder Beobachtungen 
unmittelbar das gesuchte Resultat. Dieses geschieht, wenn es sich 
nur um die Auffiodung einer einzigen unbekaonten GrCfse handelt, 
wie zuQi Beispiel wenn die Entfernung zweier Punkte gemessen wird. 
Aucb solche Messung ist jedesmal mit einexn gewissen Febler behaftet, 
wober die WiederholuDgen im Allgemeinen verschiedene Resultate 
geben. 

H&ufig ist dagegen die Erscheinung^ die man beobacbtet, von 
mehreren Grofsen oder Kraften abb&ugig, deren EiDfluls man kenot, 
80 dafs man die Abb&ngigkeit der Erscbeinung von denselben analy- 
tisch ausdrQcken kann. Alsdann treten die Unbekannten, die das Maafs 
des Einflusses bezeichnen, als Factoren, oder in anderer Form auf. 
Sollte aber die Art der Einwirkung unbekannt sein, so mufs man 
verschiedene Hypothesen versuchen und fdr jede den betreffenden 
Ausdruck mit den Beobachtungen vergleichen. 

Um das Vorkommen mehrerer Unbekannten durch ein 
Beispiel zu erlfiutern, mag wieder auf die Bewegung des Wassers 
in Rdhren zurtlckgegangen werden. Nach der von Prony aufge- 
stellten Theoriie rflhrt der Widerstand des Wassers theils von einem 
gewissen Anhaften an die R5hrenwand und theils von der Reibung 
her. Dabei wird vorausgesetzt , dafs der von der ersten Ursache 
herrtlhrende Widerstand der ersten Potenz, die Reibung dagegen 
dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sei. Nimmt man 
auch auf den zur Erzeugung der Geschwindigkeit erforderlichen 
Druck RQcksicht, so ist derselbe gleichfalls in dem zweiten Gliede 
enthalten. Man hat also die Gleichung 

h=ssr • c-h 9 • c^ 
wo A die Druckhdhe, c die Geschwindigkeit des Wassers in der 
R5hre und r und s die gesuchten unbekannten Factoren sind. Durch 
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jede einzelne BeobachtuDg ist der zum jedesmaligen h gehdrige Werth 
Ton c gegeben. 

Ist nur eine Beobachtung angestellt, so erhalt man auch nur 
eine Bedingungs-Gleichung, aus der sich beide Unbekannte nicht be- 
rechnen lassen. Aus zwei Beobachtungen, oder allgemein, wenn die An- 
zahl der Beobachtungen eben so grofs ist, als die der Unbekannten, so 
kann man die Werthe der letzteren zwar in voUer Schfirfe bestimmen, 
aber die Resultate sind durch die unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
entstellt, fiber deren Grofse, so wie fiber ihren Einflufs man sich 
kein Urtheil bilden kann, so lange jede ControUe fehlt. 

Der dritte Fall tritt endlich ein, wenn die Anzahl der Beobach- 
tungen grdfser, als die der Unbekannten ist. Man kann bei zwei 
Unbekannten dieselben aus je zwei beliebig gewahlten Beobachtungen 
berechnen, aber bei einer anderer Wahl erhMt man eben wegen der 
Beobachtungsfehler andere Resultate, und es bleibt unentschieden, 
welche von diesen die richtigeren sind. Es entsteht die Frage, wie 
man die Beobachtungen am vortheilhaftesten zu verbinden hat, um 
die wahrscheinlichsten Werthe darzustellen. Diese Aufgabe l5st die 
Wahrscheinlichkeits - Kechnung und zwar durch die Methode der 
kleinsten Quadrate. 

Nach der frfiheren Herleitung (§ 15) jst bei irgend einer Beob- 
achtungsart die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler x zu begehn 



1 « 



»* 



^ ynyn 

und in derselben Weise drficken sich auch bei derselben Beobach- 
tungsart die Wahrscheinlichkeiten y\ y", y'" . . . fUr die Fehler a?', a?", 
ccf" . . . aus. 

In § 4 ist gezeigt worden, dafs die Wahrscheinlichkeit des Zu- 
sammentreffens zweier, von einander unabh&ngiger Ereignisse dem 
Producte aus der Wahrscheinlichkeit des ersten in die des zweiten 
gleich ist. Betrachtet man noch ein drittes Ereignifs, so ist dieses 
als das zweite zu betrachten, nachdem die beiden ersten schon ver- 
bunden sind, und der Satz dehnt sich also dahin aus, dais die Wahr- 
scheinlichkeit des Zusammentreffens jeder beliebigen An- 
zahl yen Ereignissen dem Producte der Wahrscheinlichkeiten 
aller einzelnen gleich ist. Die Wahrscheinlichkeit des Zusammen- 
treffens der Fehler x^ x\ x" . . . . ist also 

^ ^ ^ ynyn 
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Man sucbt diejenige Wahrscheinliohkeit, die unter alien die grSfste 
ist, und diese stellt sich augenscheinlich heraus, wenn 

XX H- X X -n* ^ ^ "T" .... 

ein Minimum wird, oder wenn die Summe der Quadrate der 
tibrig bleibenden Fehler ein Eleinstes ist. 

Dieser Lebrsatz ist schon an sich von grolser Wichtigkeit, in- 
dem er sicher erkennen l&fst, welche Hypothese tkber die Abhdngig- 
keit der Erscheinungen von gewissen veranderlichen Grofsen sirb an 
die Beobacbtungen am besten anscbliefst, er gewahrt aber aucb die 
wesentlicbe Erleicbterung der Recbnung, dafs man nicbt durch ver- 
sucbsweise EinfQbrung verscbiedener Wertbe der Constanten die pas- 
sendsten aufsuchen darf, sondern man diese filr das zum Grunde ge- 
legte Gesetz der Erscbeinung aus den Beobacbtungen direct berech- 
nen kann. 



§17. 

Der einfacbste Fall stellt sicb dar, wenn die beobacbtete Grfifse 
ft der Summe verscbiedener Glieder gleicb ist, von denen jedes 
eine gemessene Grdfse oder eine Function derselben als Factor 
entb&It, w&hrend die gesucbten Constanten die anderen Factoren 
dieser Glieder sind. In der Gleicbung 

JraBar + 6' + c^+ • • • • 

kennt man die Ordfsen ft, a, 6, c ... . gesucbt werden r, «, I . . . . 

SoUte zu dieser Summe nocb ein Glied kommen, das keine Un- 
bekannte zum Factor bat, wie etwa bei WinkelmessuDgen der vorber 
bestimmte CoUimations-Febler, so kann man dieses sogleicb von ft 
ttbziehn, wodurcb der Ausdruck wieder die angegebene Form an- 
nimmt. 

Zur ErlSuterung mag nocb binzugef&gt werden, dafs nacb dem 
im vorigen Paragraph gew&blten Beispiele ft =s A, a^^c, b=s c^ und 
ts=0 sein wflrde , weil nacb der zum Grunde gelegten Hypotbese 
die Druckbdbe sicb nur aus zwei Gliedern zusammensetzt, von denen 
das eine die erste und das andre die zweite Potenz der Gescbwin- 
digkeit zum Factor entbftlt. 

ft ist indessen nicbt in aller Scb&rfe beobacbtet, vielmebr mit 
einem gewissen Febler x versehn, so dafs die Grdfse k sicb in X' + a; 
verwandelt. Man bat also 

x^ — ft4-ar-|-6#-|-cl-+- • • • . 



k. 
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and in gleicher Art hat man fflr die tibrigen Beobachtungen die 
Febler 

a?' = — A'-+-a'r-i-6'«-f-c <+ • • • 

a? = — * + a r-h 6 « H- c < H- • • ■ 

und so fort. Die Anzahl dieser Gleichungen ist eben so grofs, als 
die der Beobachtungen. 
Indem nun 

XX -(- X X -{- X X -+• • • • s^ 2 

ein Minimum sein soil, so mufs das Differenziale davon gleicb Null 
sein, daher 

= d JS* = a?da? -4- aj'da?' 4- a?"rfa?'' H 



• • • 



Man hat aber 

xdx^s= ( — k-har-^bs-hct-i- • • -) (adr -i- bd$ -^ cdt -\- • • •) 

und in gleicher Weise die Ausdrilcke fttr die Hbrigen Fehler. 

Die gesuchten Constanten sind von einander unabh&ngig, daher 
l5st sich die Gleichnng 

in so viele Gleichungen auf, als es Unbekannte giebt, n&mlich 

dr 

d2 
ds 

d-2' 

and so fort. FHhrt man nun die Multiplication des Ausdruckes f&r 
xdx wirklich aus, so hat man 



xdx=s ( — ka -h aa • r -{' ab • s -^ ac • t -i- • ' ') dr 

-h( — /f6H-a6«r-{-66»« + 6c»t+ • • ) ds 



Ganz dbereinstimmende Ausdrtkcke erhalt man fdr x*dx\ x*'dx'\ . . . 
wobei nur /c, a, 6, c . . . sich in K^ a', 6', c' . . . so wie in k\ a", V\ 
c" . . . u. s. w. verwandeln. Man erh&lt alsdann durch Summirung 
der Glieder, die dr zum Factor haben 
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Os-^=»— (iito-f-»'o' + ft"a"H ) 

dr ^ ' 

H- (aa -\-a'a'-^ a"a" + • • •)r 

-|-(o6-|-o'6'-ho"6"H )$ 

-H(oc-|-o'c'-t-a"c"-t-- • •)* 



In irieicher Weise stellen sich die AusdrQcke f&r -r— und — r- 

dar, und wenn man die Summe der gleichartigen Producte darch 
die Parenthese [ ] bezeichnet, so erhftlt man die Bedingungsgleichungen 

== — [*a] H- [aajrH- [a6]« -+- [ac]* 
= — [*6] + [afr]r + [fc6]* + [6c]* 
= — [*c]+[ac]r-h[6c]«-h[cc]« 

11. 8. W. 

Die Anzabl dieser Gleicbungen ist eben so grofs, als die der 
iinbekannten Grdfsen r, «, ^, . . . die Werthe der letzteren lassen sich 
also in aller Scbftrfe finden und sie sind die wabrscbeinlichsten, weil 
sie die kleinste Summe der Fehler- Quadrate darstellen *). 

Um ein Beispiel von der Anwendung dieser Gleicbungen zu 
geben, moge der Fall dienen, dafs die Grenze zwiscben zwei Grund- 
stflcken unkenntlicb geworden, man aber weifs, dafs sie in einer ge- 
wissen Ausdebnung eine gerade Linie gebildet bat, und in dieser 
vier Punkte liegen, die sicb annfibemd als Gren^punkte erkennen 
lassen. Nacb einem beliebig gew&blten Coordinaten- System messe 
man die Lage dieser Punkte und man finde 

ftor a? = y = 3,5 

x^SS » = 5,7 

a; SB 182 , y = 8,2 

0? = 274 y = 10,3 

Die gerade Linie, die diesen Punkten sicb mdglicbst anscbliefsen 
soil, ist gegeben dnrch die Gleicbung 

y ssr + a; • * 

vergleicbt man dieselbe mit der vorstebenden Formel 

ks^ar-h bs -f- ct 



• • • 



*) Diese Gleicbungen warden zuerst, jedoch ohne n&bere Begrundang. Yon Le- 
gendre augegeben und benutzt. NouvelUs mithodes pour la determination des orbites dea 
eomStes. Paris 1806. 
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so ist 

a«l 

Die Glieder, die I . . . enthalten, fallen fort* 
Zur Bestimmung der wahrscbeinlichsten Werthe von r und s 
hat man daber die beiden Bedingungs-Gleichungen 

= -[y]-h[l]r-H[x], 
nnd 

= — [xy] -4- [a:] r -f- [xx] $ 

Bildet man die einzelnen Producte nach den durcb die Messung 

gefundenen Grdfsen, und eummirt man dieselben, so ergiebt sich 

[»] = 27,7 
.[J] = 4 

[x] = 544 
[j?y] = 4816,2 
[xx]^ 115944 

Durcb Eini&hrang dieser Werthe in jene Gleicbungen findet man 

r = 3,525 

s = 0,025 

Die gesuchte wabrscbeinlicbste Grenze ist demnach ftbr dasselbe 
Coordinaten- System durcb die Gleicbung 

y = 3,525 -t- 0,025 • x 

gegeben. Berecbnet njan hiemacb i&r die obigen x die zugeb5rigen 
y und vergleicbt diese mit den gemessenen y, so ergiebt sich 

y Fehler- 

gemessen 

3,500 

5,700 

8,200 

10,300 

Summe 0,022500 

Die Summe der Quadrate der Qbrig bleibenden Febler betrftgt 
also 0,0225 und ist geringer, als wenn man irgend eine andre ge- 
rade Linie gewfihlt b&tte*). 



Air 


X^sO 


9 
berechnet 

3,525 




= 88 

— 182 

— 274 


6,725 

8,075 

10,376 



Fehler 


Qaadrat 


+ 0,025 


0,000626 


+ 0,025 


0,000626 


— 0,125 


0,015625 


-f- 0,075 


0,005625 



*) Wie man dnrch grapbische Darstellung and unter der Voranssetznng, dafs 
grofse Fehler 7iel nnwabrscheiolicher sind, als kleine, ungefllhr zu gleicben Resaltaten 
gelangt, ergiebt sicb aus mancbcn Aafsatzen Ton Lambert in dessen »Beitr&geQ zam 
Gebranch der Mathematik. Berlin 1763" nnd besonders ans der Abbandlong: .Theorie 
der Znverl&ssigkeit der Beobachtungen and Yersache/ 



\ 



45 



§ 18. 

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate ist im 
Allgemeinen um so zeitraubender, je grolser die Anzahl der gesucbten 
Unbekannten iind die der Beobachtungen ist, indem die auB Potenzen 
und Producten zusammengesetzten Sammen sich alsdann vervielftl- 
tigen und zagleich aus mehr Gliedem bestehn. Von den Logarith- 
men-Tafeln wird man zur Darstellung der einzelnen Producte oder 
Potenzen Gebrauch machen, wenn die gemessenen Grdfsen ft, a, fr, 
c, . . . durcb mehrstellige Zahlen sicher gegeben sind, doch gemein- 
hin werden dabei fbnf- oder selbst vierstellige Tafeln gendgen. Nichts 
desto weniger ist der wiederholte Uebergang von den Zahlen zu den 
Logarithmen und umgekehrt mtihsam und zeitraubend, woher eine 
andre Methode oft den Vorzug yerdient. 

Eine solche ist von Bess el angegeben*). Sie bezieht sich auf 
die Benutzung der Quadrat-Tab ellen. Man kann aus diesen 
unmittelbar die Quadrate aa^ 66, . . . entnehmen, doch w&re dieser 
Vortheil von wenig Bedeutung, wenn man zur DarsteUung der Pro- 
ducte aft, ac^... noch die Logarithmen -Tafeln benutzen mtlfste. 

Dieses l&fst sich aber leicht vermeiden, indem auch die Producte 
sich aus denselben Tabellen ergeben. Man hat n&mlich 



ab^S S 

Die Quadrate von a und b gebraucht Inan schon zur Darstel- 
lung ihrer Summen, und sonach findet man bequem das Product 
aft, sobald man noch (a -I- 6)^ aufschlftgt. FUr ft a ist das Yerhftlt- 
nifs freilich anders, insofem das Quadrat von k in jenen Gleichungen 
nicht vorkommt. Um fta zu finden mufs man die Quadrate von ft 
und von (ft-f-a) suchen. Diese Mehr -Arbeit ist indessen nicht be- 
deutend, und gew&hrt schliefslich noch den sehr grofsen Vortheil 
einer sichem Controlle der ganzen Rechnung. 

Die Erleichterung der Rechnung wtLrde nicht eintreten, wenn 
man fQr jede einzelne Beobachtung die Producte aft, fta,... ent- 
wickcln mOfste, dieses ist aber nicht nothwendig. Unter Beibehaltung 
der oben gew&hlten Bezeichnung ftlr die Summen hat man n&mlich 

[a 6] = [(a + bXa-hb)]-[aa]-[bb] 

it 



*) In Schumacher's astronomischen Nachrichten. Band 17. 
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Man summirt also unmittelbar die einzeluen Quadrate und be- 
rechnet schliefslich aus den Summen derselben, die grofsentheils schon 
in jenen Bedingungs-Gleichungen vorkommen, die Summe der Pro- 
ducte ab. 

Was die erw&hnte schliefsliche Controlle betrifft, so braucht 
man nur die Quadrate von 

k-i- a + fe-hc-H • • • 

aus den Tabellen zu entnehmen und die Summe derselben mit den 
bereits ermittelten Summen zu vergleicben. Diese Summe ist n&mlicb 

= [fcA]-h[oa]-{-[66]H-- • .2([*a]-+-[&fr]H-. . .4-[a6]-|-[ac]H ) 

Stellt sich hierdurch jene Summe wirklich dar, so ergiebt sicb 
daraus, dafs nicbt nur die einzelnen Quadrate und Producte ricbtig 
berechnet sind, sondem dafs auch in den s&mmtlichen Summationen 
kein Fehler vorgekommen ist. 

Die Erleichterung und Sicherheit der Rechnung in dieser Weise 
ifand Bessel so grofs, dafs selbst in dem Falle, wenn die Grofsen k^ 
a, 6, . . . durch Logarithmen gegeben waren, er von diesen auf die 
Zahlen Qberging und die Quadrat -Tabellen benutzte. 

Man findet vielfacb in den Taschenbtkchem fbr Ingenieure und 
in andern Handbtkchern Quadrat -Tabellen mitgetheilt, dieselben sind 
indessen fttr den vorliegenden Zweck nicbt bequem eingerichtet, auch 
nicbt mit den Differenzen versehn, die man also beim Uebergange 
zur folgenden Decimal -Stelle jedesmal suchen muis. Es schien des- 
halb angemessen eine passende Tabelle dieser Art bier beizufbgen. 
(Anhang A.) 

Dieselbe ist auf 4 Decimal -Stellen beschr&nkt. In der ersten 
Spalte enth&lt sie die Zahl, in der zweiten das zugeh5rige Quadrat 
und in der dritten die Di£ferenz gegen das n&chst folgende Quadrat. 
Die Zahlen, wie die Quadrate sind in der Form von Decimal -BrQchen 
dargestellt, und zwar so, dafs das Komma unmittelbar binter der 
ersten Ziffer steht. So ist zum Beispiel das Quadrat von 7,7777 
nach der Tabelle gleich 60,4926. Ftir jede andre Stellimg des Kom- 
mas in der Zahl, findet man das Quadrat, indem man im Letztem 
das Komma um die doppelte Anzahl von Stellen und zwar in glei- 
chem Sinne versetzt. So findet man das Quadrat 

von 77,777 gleich 6049,26 



und eben so 



von 0,77777 - 0,604926 
von 0,077777 - 0,00604926 
von 0,0077777 - 0,0000604926 



1^ 



\ 



47 

In dieser Weise lassen sich leicht die Quadrate sowohl von 
ganzen Zahlen, wie auch von solchen, die mit Decimal- BrQchen ver- 
sehu Bind, uud eben so auch diejeuigcu von &chten Decimal -BrQchen 
entnehmen. Der erste Theil der Tabelle von 0,00 bis 1,00 war 
an sich entbehrlich, da die betre£fenden Quadrate iro folgenden Theile 
mit grdfserer Sch&rfe angegeben sind, er ist indessen mit aufgenom- 
meil, da h&ufig in einzelnen Beobachtungen die gemessnen Grdfscn 
sehr klein und zugleich wenig sicher sind, und man in solchem Falle 
die Quadrate hier entnehmen kann, ohne dafs das Decimal -Komma 
eine von den Qbrigen Messungen abweichende Stelle zu erhalten 
braucht. Indem aber ftkr die Zahlen, die wenig grdfser, als lO oder 1 
sind, die doch am hfiufigsten vorkommen, die Quadrate bei der Her- 
leitung f^us den Quadraten von 1,00 u. s. w. nicht dieselbe Schftrfe 
haben, wie fllr die vorhergehenden Zahlen, so ist die Tabelle noch 
etwas tlber 10 hinaus fortgesetzt. 

Schliefslich mufs noch darauf aufmerksam gemacht werden, dafs 
es ohne Zweck ist, die Rechnung mit viel grdfserer Sch&rfe zu f&hren, 
als die Messungen selbst haben. Wenn also etw^ die dritte Stelle 
in der Mcssung unsicher ist, so geben die Quadrate in vier Ziffem 
ausgedrtlckt schon genflgende Sicherheit. Sonach dtkrfite die hier 
mitgetheilte Tabelle, welche mit Benutzung der beigef&gten Differenzen, 
die f&nfte Stelle angiebt, ftkr alle F&lle der Anwendung hinreichende 
Sch&rfe besitzen. 

Bei zahlreichen Beobachtungen enthalten die Summen der Qua- 
drate oder der Producte gemeinhin eine grdfsere Anzahl von Zi£fem 
als die einzelnen Olieder. Indem man diese Summen in die Bedin- 
gungsgleichungen einfllhrt, darf man bei Berechnung der Constanten 
die schon erreichte Sch&rfe nicht mehr aufgeben. Dieses verbietet 
sich auch noch aus einem andern Orunde. In der weiteren Rech- 
nung werden n&mlich aus je zwei Gleichungen, die nicht selten nahe 
dieselben sind, einzelne Glieder eliminirt. Man kommt also zu sehr 
kleinen Differenzen, aus welchen man eine Unbekannte berechnen 
soil. Eine geringe Ungenauigkeit der Rechnung hat daher schon 
grofsen Einflufs auf das Resultat, und letzteres stellt sich leicht als 
g^nz unbrauchbar heraus, wenn in Folge solcher Ungenauigkeit die- 
selbe Summe in einer Bedingungs-Gleichung einen etwas andern 
Werth erhalten hat, als in der andern. Hiemach ist es nothwendig, 
bei Berechnung der Constanten aus den Bedingungs- Gleichungen 
sich solcher Logarithmen-Tabellen zu bedienen, welche der Sch&rfe 
der ermittelten Summen voUst&ndig entsprechen. 
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§ 19. 

£2in Zahlen-Beispiel mag diese RechnuDgsart erlftutem. Eine ge- 
mefsne Grdfse k sei von einer Variabeln e in der Art abh&ngig, dafs 

Die constanten Factoren r uiid s sollen aus den Beobachtungen 
bestimmt werden. Yergleicht man diesen Ausdruck mit dem § 17 
gegebenen, so ist 

a^ae 

imd da nur zwei Glieder yorkommen, so braucht man auch nur aOj 
66, ab, ka and kb fiir jede Beobachtong zu berechnen. 
Die Messungen haben ergeben 



bar ans der Tabelle 



fOr e = 0,33 


it — 2,51 


b1,04 


= 5,23 


— 1,32 


= 6,12 


= 2,06 


= 7,97 


= 2,60 


= 8,81 


= 8,14 


= 9,10 


= 8,82 


= 8,26 


= 4,13 


= 8,04 


eon 6 — e' und 6 b '■ 

olio 


= e* • e' ergel 


eiie ^ 
6— 0,109 


66= 0,01 


= 1,082 


= 1,17 


= 1,742 


= 3,03 


= 4,244 


= 18,01 


= 6,760 


= 45,70 


= 9,860 


— 97,22 


— 14,592 


= 212,92 


— 17,057 


— 290,94 



[6] = [aa] = 55,446 [b b] = 669,00 

Der erste Werth b b kann nach der Tabelle zwar noch genauer 
angegeben werden, die grSfsere Schftrfe ware jedoch hier ohne Zweck, 
weil die letzten Werthe von 66 sich nur in Hunderttheilen der Ein- 
heit ausdrtlcken lassen. Selbst diese letzte Decimal -Stelle h^tte ver- 
nachlfissigt werden kdnnen, da die Untersuchung der wahrscheinlichen 
Febler, wovon im Folgenden die Rede sein wird, ergiebt, dafs die 
Beobachtungen nicht den Grad der Genauigkeit besitzen, mit dem 



V 
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die Rechnung hier gefbhrt ist. Man tiberzeugt sich auch leicht, daTs 
fbr diese Beobachtungen , von denen keine bis auf ein Tausendtheil 
ihres Werthes genau angegeben ist, schon vierstellige Quadrate gentlgt 
h&tten, wodurch die Rechnung wesentlich erleichtert worden w&re. 
In derselben Art findet man 

[Jk*]= 427,92 
[(ik-ha)(* + a)]= 777,38 
[(* + 6) (*+&)] = 2011,6 
[(«+&)(« + 6)] =1098,3 

Hieraus kann man nach der im vorigen Paragraph bezeichneten 
Methode leicht die Summen der Producte darsteUen, n&ndich 

[^ 4j ^ [(k-ha)(.k + a)]-[kk]-[aa] 

=. 147,01 
and eben so 

[6*] — 457,33 

[a&]s» 186,92 

Wenn man nun behufs der Controll« noch 

[(A -h o + 6) (i -h o + 6)] ■ 

sucht, so findet man, dafs dieses 

= 2734,88 

wogegen die frtiher berechneten Quadrate und Producte ergeben 
\kK[ + [a a] + [6 6] -h 2 ([a *] -+- [6 *] -H [a 6]) = 2734,89 

Die Uebereinstimmung beider Zahlen ist zuf&llig sogar gr5fser, 
als man erwarten konnte, woher die Rechnung in alien Theilen rich- 
tig ist. 

Aus den gefundenen Summen 

\aa\, [66], [a6], [a*] und [6*] 

kann man nun nach den obigen Bedingungs-Gleichungen (§17) 
und zwar mittelst 5stelliger Logarithmen-Tafeln die wahrscheinlich- 
sten Werthe der Unbekaunten berechnen. Man findet damach 

r = 5,9785 

r = — 0,9851 
also 

k = . 5,9735 . e — 0,9851 • e» 
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und wenn man fOr e die gemessenen Werthe eiufbhrt 



e 


ib berecbnet 


ib beobachtet 


Differenz 


Qaadrat 


0,33 


1,86 


2,51 


0,65 


0,422 


1,04 


5,15 


5,23 


— 0,08 


,006 


1,32 


6,16 


6,12 


+ 0,04 


,002 


2,06 


8,12 


7,97 


-»-0,15 ' 


,023 


2,60 


8,87 


8,81 


-h0,06 


,004 


3,14 


9,04 


9,10 


0,06 


,004 


3,82 


8,45 


8,26 


-1-0,19 


,086 


4,13 


7,86 


8,04 


— 0,18 

Sum 


,032 




me 0,529 



Man darf die vorstehenden Differenzen nicht als die wirkli- 
chen Beobachtungsfehler ansehn, indem die ftlr r und s ge- 
ftmdenen Werthe nicht die wahren, sondern nur die wahrscheinlich- 
sten sind. Es wird spater (§ 30) gezeigt werden, wie man aus 
diesen Differenzen auf die Grdfse der wirklichen Beobachtungs-Fehler 
schliefsen, und die wahrscheinlichen Fehler der gefundenen Con- 
stanten r und s berechnen kann. 

Vergleicht man die Differenzen unter sich, so konnte man leicht 
vermuthen, dafs die starke Abweichung der ersten Beobacbtung, die 
also an sich sehr unwahrscheinlich ist, durch andere Werthe von 
r und s vermindert werden konnte. Dieses ist jedoch hier nicht 
der Fall, weil die zum Grunde gelegte Oleichung die Bedingung 
enth&lt, dafs f&r e ass auch k = ist. Hiernach mufs angenommen 
werden, dafs die erste Messung mit einem starken Fehler behaftet 
ist, der bei der geringen Grdfse von e und k sich auch erkl&rt. 

Man darf, so lange man eines Irrthums sich nicht bewufst ist, 
eine abweichende Beobachtung nicht als falsch ansehn und 
sie deshalb ausschliefsen. Allerdings geschieht dieses nicht selten, 
doch rechtfertigt es sich keineswegs, denn eines Theils sind mdgli- 
cher Weise die unter einander flbereinstimmenden Beobachtungen 
weniger richtig, als die abweichcnden, sodann aber wird bei diesem 
Verfahren die Sicherheit des Resultates viel grofser dargestellt, als 
sie wirklich ist. Die TSuschung, die man durch Verschweigen 
von Messungen begeht, ls,fst sich eben so wenig entschuldigen, 
als wenn man Messungen falschen oder fingiren woUte. 



\ 
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§ 20. 

Die bisher den Beobachtungen zum Grunde gelegte Form 

k = ar + bs -+- ct ^ - • • 

worin die Unbekannten als einfache Factoren in den verschiedenen 
Gliedem vorkommen, stellt sich keineswegs in alien F&lle^ dar, doch 
lassen sich jedesmal auch andre AusdiUcke auf diese Form zu- 
rtLckffihren. 

Sollte ein Glied das Product oder den Quotient zweier 
Unbekannten enthalten, von denen die eine noch in einem andem 
Gliede auftritt, so hindert nichts, dieses Product oder diesen Quo- 
tient als eine einfache Unbekannte anzusehn, die sich zerlegen l&fst, 
sobald man einen Theil derselben als zweite Unbekannte ermittelt 
hat. H&tte man zum Beispiel die Gleichung 

k — ars-^bs 

so wtirden zun&chst die wahrscheinlichsten Werthe von rs und von 
s berechnet werden, indem man aber hierauf den ersten durch den 
zweiten dividirt, so findet man r. 

Nicht selten kommt eine Unbekannte in verschiedenen Po- 
tenzen vor, alsdann bleibt nur tibrig, einen Nfiherungswerth dafbr 
einzuf&hren und die Verbesserung desselben als die gesuchte Unbe- 
kannte anzusehn. Hat man zum Beispiel die Gleichung 

k=sar -\^br + cs 
so setze man 

wo R der N&herungswerth und q die unbekannte Verbesserung des- 
selben ist. Letztere mufs gegen den ersten so klein sein, dais ihre 
hdheren Potenzen vernachlHssigt werden kdnnen. Alsdann ist 

und man erhSlt, indem man die bekannten Glieder vor das Gleich- 
heits-Zeichen stellt, 

k — aR^ — bR = (h*B!'''^-hb)Q-hc$ 

Die Unbekannten o und s sind alsdann durch diese Umformung 
einfache Factoren geworden, wie in der frtihem Gleichung. Sollte 
sich schliefslich f&r q ein so grofser Werth ergeben, dafs dessen 
zweite Potenz nicht vernachl^sigt werden darf, so bleibt nur tibrig 
nunmehr R-i-g als den Naherungswerth anzusehn und unter Ein- 
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fahrung desselben in gleicher Weise die schliersliche Verbesserung 
zu berechnen. 

Wenn eine Unbekannte als Exponent auftritt, so ist der 
einfachste Fall in der Form 

k = r • a 

ausgedrtkckt. Man kann alsdann leicht die obige Form darstellen, 

indem 

log* :» logr -h log a • s 

Die Unbekannten sind alsdann logr und «, und nach der firtt- 

heren Bezeichnung wird 

k = logk 

a = l 

6 = loga 
Bci dieser Art der Umformung tritt indessen das Bedenken 
ein, dafs nicht die Summe der Quadrate der Abweichungen von k, 
sondem von log& ein Minimum wird, was oft nicht statthaft ist, 
weil diese Abweichungen relativ sehr verschieden ausfallen und da^ 
durch leicht einzelneh Beobachtungen ein tlberwiegend grofses Ge- 
wicht beigelegt wird, welches sie nicht haben. Diese Umformung 
ist aber auch' nicht ausf&hrbar, sobald noch ein zweites Glied hinzu- 
kommt, wie etwa der Ausdruck 

k = r • a ~hbt 
Man mufs auch hier einen Naherungswerth einf&hren, und in- 
sofem derselbe dem- wahrei^i Werthe von $ sehr nahe kommt, darf 
man die gesuchte Verbesserung als Differenzial von s ansehn. Be- 
kanntlich ist 

da tss a • log nata • d$ 
Wenn daher S den Naherungswerth bezeichnet, dessen Verbes- 
serung a man sucht, so hat man 

a=a ^=a +a •lognata*<T 
imd folglich 

S 8 

k = a r-^-a loga • r{T-+-6* 



Die drei Unbekannten sind alsdann r, r(T und t. Durch Divi- 
sion der zweiten durch die erste ergiebt sich a. Die gemessnen 
Grdfsen sind aber nach der obigen Bezeichnung 

k = k 

s 
ass a 

6 SB a • log nat a 



K 



\ 



53 

Es darf kaum erw&hnt werden^ dafs man die natlirlichen Loga- 
rithmen erh&lt, wenn man die Brigge^schen mit 2,3 oder wenn grd- 
isere Genauigkeit erforderlich sein soUte, mit 2,3025 multiplicirt. 
Ob die Verbesserung <t zu 5 addirt, oder davon abgezogen werden 
80II9. ergiebt sich unmittelbar aus dem Zeichen von (t. 

Dnrch fthnliche EiofQbrung von N&herungs* Werthen, die nur 
um sehr geringe Quantit&ten von den wahren abweicben, kann man 
jeden vorliegenden Aasdruck so umformen, dafs die Unbekannten 
entweder einzein, oder die Producte derselben als Factoren in den 
verschiedenen Gliedem auftreten, SoUte sich jedoch schlieCslich er- 
geben, dais die Verbesserungen der N&herungswerthe noch bedeu- 
tende Grdfse baben, also ihre hdheren Potenzen nicht vemachlaTsigt 
werden dOrfen, so muTs man unter Einftlhrung des verbesserten Nahe* 
rungs -Werthes die RechnuDg wiederholen. Die ersten N&berungs- 
werthe findet man leicht, indem man unter den vorliegenden Beob- 
achtungen so viele auswfthit, als Unbekannte Torhanden sind, und 
letztere aus jenen direct berecbnet. 

ScbliefKlich muFs noch darauf aufmerksam gemacbt werden, dafs 
man in dem letzten Beispiele, statt das Differenzial als die gesuchte 
Verbesserung anzusehn, auch von der Taylor^schen Reihe h&tte aus- 
gehn kdnnen, wodurch man auf dieselbe Umformung gekommen 
w&re, sobald man die folgenden Glieder vemachlftssigt h&tte. 

§ 21. 

Die vorstehend entwickelte Methode zur AufBndung der wahr* 
scheinlichsten Werthe der Unbekannten beruht auf der Vorausseir 
zung, dais die Wahrscheinlichkeit der sftmmtlichen Fehler 
der zum Grande gelegten Beobachtungen gleich grofs oder dafs in 
alien Messungen der Werth von ft in der Gleichung 

1 »» 



y= 



YTf yn 



n 



derselbe bleibt, dafs also abgesehn von der zuftlligen GrSfse der 
Fehler, nicht ein Theil der Messimgen sch&rfer ist, oder ein weit 
genaueres Resultat erwarten Ififst, als ein anderer. Diese Gleich- 
m&fsigkeit findet oft nicht statt, wenn auch die Beobachtungs-Art 
dieselbe ist. 

So kommt es bei hydraulischen Messungen nicht selten vor, 
dafs in derselben Beobachtungs- Reihe die grofsen Geschwindigkei- 



ten und grofsen Druckh5hen wegen der nothwendigen Abklirzung 
des Versuches nicht so genau zu bestimmen sind, wie die kleineren. 
Wenn aber in jener Gleichung k die Druckhohe, a und b dagegen 
gewisse Functionen der Geschwindigkeit sind^ so h&ngen die Sum- 
men der Producte und Potenzen vorzugsweise von diesen liberwie- 
gend grofsen, aber am wenigsten sichem Beobacbtungen ab, und 
die genaueren Messungen, die sich auf die kleineren Geschwin- 
digkeiten beziefan, verlieren dagegen grossentheils ihren Einflufs. 
Jene Bedingung wird also in diesem Falle keineswegs eritQIt, viel- 
mehr ist die Wahrscheinlichkeit eines gleich grofsen Fehlers sehr 
▼erschieden. 

Oft Iftfst sich eine Ausgleichung dadurch herbeifiihren, dafs man 
in jeder Beobacbtung alle gegebenen GrOfsen durch eine derselben 
dividirt, also etwa statt ' 

k = ar + bs 
die Gleiohung 

k b 

— ssrH « 

a a 

w&hlt. Hierdurch gelingt es nicht selten, alien Messungen ungef&hr 
gleichen Werth zu geben und den tlberwiegenden Einflufs einzelner 
aufzuheben. Nichts desto weniger darf man Aenderungen dieser 
Art nicht willkQhrlich einflihren, vielmehr ist jedesmal eine sorgfU- 
tige Ueberlegung erforderlich, ob die Wahrscheinlichkeit der Fehler 

dieser Quotienten — in den verschiedenen Beobacbtungen noch die- 

selbe bleibt. 

Demn&chst ist darauf aufmerksam zu machen, dafs wenn auch 
die Wahrscheinlichkeit der Fehler an sich gleich grofs ist, dennoch 
einzelne Beobacbtungen durch zufMlige ftufsere Umstande be- 
gtlnstigt werden kdnnen, und man schon bei der Messung die 
Ueberzeugung gewinnt, dafs diese einen bedeutend hdheren Grad 
(oder im entgegengesetzten Falle einen viel geringeren) von Genauig- 
keit haben, als die tlbrigen. Dieses kann man am einfachsten be- 
rftcksichtigen, wenn man solchen besonders scbarfen Beobacbtungen 
doppelten Werth giebt, oder die einfache Beobacbtung zweimal in 
Rechnung stellt. Im entgegengesetzten Falle wQrde man alle Beob- 
achtimgen, mit Ausnahme der schlechtesten als doppelte betrachten. 
Hat man aber schon w&hrend der Beobacbtung sich von der 
grofsen Unsicherheit einzelner Messungen tiberzeugt, so hindert nichts, 
diese ganz unberQcksichtigt zu lassen. Letzteres darf jedoch, wie 



k 



\ 
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bereits erwfthnt, nicht deshalb geschehn, weil man spftter bemerkt, 
dafs sie von den Qbrigen bedeutend abweichen« 

§ 22. 

Unter den verschiedenen Aufgaben, die nach der Metbode der 
kleinsten Quadrate gel5st werden, wiederholt sich am h&ufigsten die 
mehrfache Messung derselben GrOfsen. In diesem Falle verwandelt 
sich die Gleichung in 

indem a = 1 , und die dbrigen Unbekannten gleich Null werden. 

Man erh&lt demnach (§ 17) die einzige Bedingungsgleichung fdr 

den wahrscheinlicbsten Werth von r 

o — -[ft]-h[l]r 
also 



m 
wo m die Anzahl der Messungen bedeutet. 

Es ergiebt sich hieraus, dafs das arithmetische Mittel der 
wahrscheinlichste Werth einer mehrfach gemcssenen GrSfse ist. Wie 
bereits erw&hnt, legte Ganfe diesen Satz der Theorie der kleinsten 
Quadrate zum Grunde. Im Vorstehenden ist dieses nicht geschehn, 
und es war daher nothig das Princip des arithmetischen Mittels 
durch die obigen Gleichungen zu begrflnden. 

Es Iftfst sich auch unmittelbar nacbweisen, daPs bei der Annahme 

des arithmetischen Mittels die Summe der Quadrate der Fehler ein 

Minimum wird. 

[xx] = (r — ky + (r—ky-h(r—ky'i 

Differenzirt man den Ausdruck, und setzt das Differenziale gleich 

Null, so erh&lt man 

o =(r — *)-f.(r- *') + (r — *")H 

oder 

_ k^k''hV''\ 

m 

WSre in dem Ausdrucke f&r die Beobachtungen a nicht gleich 

1, so wUrde die Bedingungs- Gleichung sein 

= — [kd] + [aa]r 
and folglich 

-la a] 



IV. Abschnitt. 

Der wahrsclieiiiliche FeUer. 

§ 23. 

Wenn auch nach dem Gesetze fiber die Wahrscheinlichkeit der 
verechiedenen Fehler die Grenzen der letzteren in alien F&llen die« 
selben sind, namlich null und unendlich, so ist dennoch die Sicher- 
heit der verschiedenen Beobachtungs-Arten eehr yerschieden. Mit 
einem bessem Instrumente und bei grofserer Uebung wird man ohne 
Zweifel richtiger messen, als im entgegengesetzten Falle. Die Scharfe 
jeder Beobachtungs-Art ist in dem (§ 15) entwickelten Ausdruck 
fbr die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens eines gewissen Fehlers x 
durch die Gr5fse n gegeben. Die eigentliche Bedeutung von it 
war aber die Anzahl der unendlich vielen theils positiven und theils 
negativen elementSren Fehler, aus deren Yerbindung die Beobach- 
tungs- Fehler entstehn. 

Ferner ist nachgewiesen, dafs zwischen diesem n und der Wahr- 
scheinlichkeit, dafs der Fehler gleich Null sei, die mit c bezeichnet 
wurde, eine sehr einfache Beziehung besteht. Man k5nnte sonach 
auch diese Wahrscheinlichkeit, oder wie es oben gezeigt ist, die 
grdfste Ordinate der Curve zum Maafs der Sch&rfe der verschiedenen 
Beobachtungs-Arten w&hlen. n ist indessen unendlich grofs und e 
unendlich klein, aufserdem ist die Bedeutung beider Grdfsen nicht 
so klar, als wenn man durch einen gewissen charakteristischen 
Fehler unmittelbar die SchSrfe der Messung bezeichnet. 

Am einfachsten erscheint es, hierzu den mittleren Fehler 
zu w&hlen, also die Summe der sUmmtlichen Fehler dividirt durch 
ihre Anzahl. Zunfichst mache man die Yoraussetzung, dafs wirklich 
alle verschiedenen Fehler vorkommen, oder dais die Anzahl der 
Beobachtungen unendlich grofs ist. Die Wahrscheinlichkeit einen 
Fehler zu begehn, der zwischen den Grenzen x und x-\'dx fMlt, 
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war ydx^ dieser Ausdruck bezeicbnet nach der vorsteheDden Annahme 
aber auch die Anzahl der Fehler von dieser Grdfse. Die Anzahl 
der gesammten Febler ist demmach 

sslydx^ von x^a — oo bisxss + oo 

Die Summe der Febler ist gleicb der Summe der Producte 
jedes Fehlers in die Wabrscbeinlicbkeit seines Vorkommens, also 

^s^tyxdx 

and zwar wieder innerbalb derselben Grenzen. 

Das erste Integral ist der Flftcbeninbalt der Curve, also inner^ 
halb der angegebenen Grenzen ist es gleicb 1. Das zweite dage- 
gen ist 

/e • xdx 



yn* y 



yn _lf 

6 « 



2yn 
Der Wertb dieses Integrals ist 

ftbr (T = gleicb — -—- 

^ 2yn 

nnd fbr a; =B Qo - 



also von bis oo ss 



2yn 



und von — oo bis -H oo a=B ?-— 

Bei der Division durcb die Anzabl der Febler oder durcb 1 
&ndert sicb nicbt der Wertb und man bat sonacb den mittleren 
Febler m 

m=y^ = 0,56420 • yn 

y 71 

nacb der obigen Herleitung (§ 15) kann man statt n aucb € einf&b- 
ren und man findet alsdann 

1 

m = — 
ne 

Wenn dagegen nicbt alle Febler, sondem nur eine bescbr&nkte 

Anzabl derselben vorkommen, so ist die wabrscbeinlicbste Voraus- 

setzung, dafs dieselben nacb Maafsgabe ibrer Wabrscbeinlicbkeit 

sicb vertbeilen werden. Liegen daber fji Beobacbtungen vor, so ist 

die Sunune der betre£fenden Febler gleicb 

dx 



fijyxi 



V 



\ 
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die Anzahl derselben ist aber gleich fA und folglich der mitdere 
Fehler m eben so grofs, wie firflher. 

Hiernach l&ist sich leicht jeae oharakteristische Grdfse n durch 
den mittleren Fehler m ersetzen, aber die Bestimmung desselben 
aus einer beschrankten Anzahl von Beobachtungen bleibt in sofem 
sehr unsicher, als die grofseren Fehler, die doch weniger wahr- 
scheinlich, als die kleineren sind, und daher seltener vorkommen, 
nur mit ihrem einfachen Werthe in Rechnung gestellt werden. Lie- 
gen viele Beobachtungen vor, so vermindert sich zwar dieser Uebel- 
stand, aber vortheilhaft ist es unbedingt, einen andern charakteristi- 
schen Fehler zu suchen, dessen Werth auch aua einer geringen 
Anzahl von Messungen mit grdfserer Sicherheit sich bestimmen ISfst. 

§ 24. 

Fine solche genauere Bestimmung wird moglich wenn man statt 
des mittleren Fehlers, das mittlere Fehlerquadrat w&hlt. Man 
quadrirt n&mlich alle einzelnen Fehler, summirt die Quadrate, und 
dividirt ihre Summe durch die Anzahl der Fehler. Dieser Quotient 
ist das mittlere Fehlerquadrat, das durch qq bezeichnet wird. Hier- 
nach hat man, unter der Voraussetzung, dafs alle Fehler wirklich 
vorgekommen sind 

Jyx^dx 

und zwar erstrecken sich beide Integrale von — oo bis -f- oo . Der 
Nenner ist alsdann wieder = 1 und man hat 

1 r -~ 

Durch Ausftihrung der partiellen Integration findet man 

Das erste Glied in der Parenthese verwandelt sich, wenn man 
die Potenz von e in die bekannte Reihe 



e" = H- 



% »» »• 



1^1.2 ■ 1.2.3 
aufldst, in 



X 



XX 

l-h - 
n 



H~)+!(?) 
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und der Werth dieses Quotienten ist fhr rc = gleich Null, fllr 
X = 00 aber gleichfalls Null. Das erste Glied flUt sonach iuner- 
halb dieser Grenzen fori. Das zweite Glied in der Parenthese ist 
dagegen gleich 

yn • yn jydx 
also 

qq — \n\ydx 

Da aber dieses Integral innerhalb derselben Grenzen gleich 1 
ist, so erh&lt man schliefslich 

qq = \n 

= 0,7071 l.J/n 

Der Fehler x = q nimmt in der Curve eine sehr marldrte Stelle 
ein, n&mlich diejenige, wo die abw&rts gekehrte KrAmmung in die 
entgegengesetzte tkbergeht, oder wo die Neigung am grdfsten ist. 
Die Neigung ist nftmlich 

dy 2 _^ 

— - ^s ^ — e • • X 

dx nyn • yn 

und wenn man diesen Ausdruck difierenzirt und das Di£Perenziale 
gleich Null setzt, so ergiebt sich 

2x^=n 
oder 

x=By\.yn 

also flbereinstimmend mit dem Werthe von q. 

§ 25. 

Es giebt endlich noch einen sehr wichtigen charakteristischen 
Fehler, n&mlich den wahrscheinlichen Fehler. Derselbe be- 
zeichnet diejenige Fehlergrenze, von der es eben so wahrscheinlich 
ist, daTs sie flberschritten, als dafs sie nicht erreicht wird. Nennt 
man diesen Fehler tr, so mufs das Integral 

ydx von x = bis xsssto 



/> 



eben so grofs sein, wie dasselbe von 

a; sa tr bis a; = oo 

ist. Indem aber beide Schenkel der Curve symmetrisoh qnd die 
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ganze Ton ihr eingeschlossene Fl&che ^1 ist, so folgt die Bedin- 
gung, dais dieses Integral zwischen a? = und a; = to gleich \ sein 
mills. Zur einfacheren Bezeichnung seize man 

X 

also 

xamtyn und dx^»yn • di 
Man hat alsdann 

aber 



1 ■ 1 .2 1.2.3 

Far die vorstebend angegebenen Grenzen erbfilt man nacb Aas- 
fbbruQg der Integration, indem 

5K»i = 0,4431135 
0,4431 135 = « - i <• -H i'j<» - ,',«' +^t'- «\s<' ' 4- „"„ «" 

Eine Constante kommt nicht hinzu, da ftir ^ssO jedes Glied 
gleich Null ist. Es kommt darauf an, denjenigen Werth von t zu 
finden, der dieser Gleichung entspricht. Indem man versuchsweise 
▼erschiedene Werthe fbr t einf&hrt, findet man 

* = 0,4769364') 

Von der Richtigkeit dieser Zahl kann man sich fiberzeugen, wenn 
man sie in die vorstehende Reihe einfbhrt. Hieraus ergiebt sich nun 
der wahrscheinliche Fehler 

tr = 0,4769364 • yn 

Durch Verbindung mit den AusdrQcken fbr den mittleren Fehler 
(ffi) und fQr die Fehler- Quadrate {qq) findet man auch 

u> = 0,845332 • m 
und 

w B 0,674486 • q 

Diese Beziehungen und namentlich die letzte, sind insofem sehr 
wichtig, als man aus einer Reihe yoti Beobachtungsfehlem den wahr- 
scheinlichen Fehler nicht mit der nothigen Sicherheit unmittelbar 
finden kann. Zu diesem Zwecke konnte man nur die s&mmtlichen 
Fehler ohne Riicksicht auf das Zeichen nach ihrer Grdfse ordnen und 
denjenigen als den wahrscheinlichen ansehn, der die mittlere 

*) Bessel in der Abhandlung nber den Olbers'schen Cometen hat einen directen 
Weg zar Berechnong von i angegeben. 
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SteUe einnimmt. Es leucbtet indessen ein, dafs dabei keine gleich- 
m&Tsige BerQcksichtigung der sfimmtlichen Fehler, sondern vorzugs- 
weise nur die des an dieser Stelle stehenden statt findet. Wenn 
aber eine gerade Anzahl von Fehlem vorliegt, so l&Tst sich gar kein 
bestimmter Werth des in der Mitte liegenden angeben und man kann 
yielmehr nor Grrenzen bezeichnen, die vielleicht weit aus einander 
liegen. Weit sicherer ist es, das mittlere Fehler-Quadrat zu 
bestimmen und von diesem zum wahrscheinlichen Fehler fiberzugehn. 

§ 26. 

Der wahrscheinliche Fehler eignet sich vorzugsweise zur 
Einheit des Maafses, worin die Fehler derselben Beobachtungs- 
Art gemessen werden. Die Fl&che jener Curve, deren Abscissen 
die Fehler und deren Ordinaten die zugeh5rigen Wahrscheinlichkeiten 
darsteUen, ist gleich 1. Ftlhrt man aufserdem als L&ngenmaafs fiLr 
die Abscissen den wahrscheinlichen Fehler ein, so lassen sich auch 
die Ordinaten in bestimmten Zahlenwerthen ausdrdcken, und dieses 
gilt auch von den durch sie begrenzten Fl&chen. Das Letztere 
ist besonders insofem von .grofser Wichtigkeit, als sich aus diesen 
Fl&chen unmittelbar entnehmen Ififst, mit welcher Wahrscheinlichkeit 
man das Vorkommen von Fehlem erwarten darf, die gewisse Viel- 
fache, oder irgend welche aliquote Theile des wahrscheinlichen Feh- 
lers sind. 

Indem die Fl&chen nach der Methode der mechanischen Qua- 

draturen bcrechnet werden, so muls man zuerst die Ordinaten in 

geringen Abst&nden bestimmen. Dieses ist auch schon nothwendig, 

um ein anschauliches Bild von der Form der Curve zu gewinnen. 

Man hatte 

1 -^ 



Mass- -e • 

10 e 0,476936 • Vn 



dagegen war 

und indem 

gesetzt wird, folgt 

n = 4,396218 

Man kann. hiemach fiir jedes beliebige a;, das zugeh5rige y be- 
rechnen, und am leichtesten geschieht dieses logarithmisch. 

logy — — \og{yn .yn) — — log 6 



k 
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Die Berechnung des ersten, constanten Gliedes macht keine 
Schwierigkeit, urn aber das zweite Glied zu finden, mufs man nocb- 
male zu den Logaritbmen Abergebn. Das zweite Glied ist n&mlicb 
die Zabl, die zu 

logxx — log If -+- log loge 
geb5rt. Die beiden letzten Glieder sind bier constant, und man 
brauebt also in jedem Falle nur logxo; aufzuscblagen. 

Beispielsweise werde dasjenige y gesucbt, das zu a;=s4,4 ge- 
bdrt. Man bat alsdann 

6= 2,718282 

loge= 0,434294 

loglogc— 9,637784 

= —0,362216 

logn =« 0,643079 



Femer 
und 



log logc — logn =ss — 1,005295 

\ogyn= 0,321540 
\ogyn= 0,248575 



logj/n.j/;r= 0,570115 

Dieses sind die vorbereitenden Recbnungen, von denen man bei 
Bestimmung aller y Gebraucb macbt. 

Fflr x= 4,4 ist 

logo: = 0,643453 

logaja?s= 1,286906 

— logn 4- log loge — — 1,005295 



xm 



log logc- — 0,281611 
logc"Jr= 1,91254 



also 



xs 



loge Trsz 8,08746 
logJ/;i.J/n= 0,57011 



endlicb 



logy = 7,51735 
y= 0,0032912 



Eben so sind die tlbrigen Wertbe von y, die zu den verscbie* 
denen a?, von x^O bis a? ==7,6 gebdren, berecbnet, und in der 
Tabelle (Anbang B) zusammengestellt. 



\ 
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Aus der hier beigefbgten Figur ergiebt sich der Zug der Curve. 




Ihr Scheitelpunkt befindet sich in A und an denselben schliefsen sich 
zwei symnietrische Schenkel an, die sich asymptotisch der Abscissen- 
Linie n&hern. Die Figur zeigt nur einen derselben. a to ist der 
wahrscheinliche Fehler, so wie a2, a J • • • die Vielfachen desselben. 
am dagegen ist der mittlere Fehler und aq die Wurzel aus dem 
mittleren Fehler -Quadrate. 



§ 27. 

Die Fl&chen fydx lassen sich nunmehr durch mechanische 
Quadratur leicht aus den Werthen von y herleiten. Dabei pflegt 
man gewohnlich grofsere Fl&chen, die durch eine Reihe von Ordina- 
ten gegeben siud, zusammenzufassen. Im vorliegenden FaUe ist es 
aber Aufgabe, jeden einzelnen Abschnitt zwischen zwei zunachst lie- 
genden Ordinaten zu berechnen, und daher empfiehlt es sich, diese 
kleinen Theile zu bestimmen, und sie demn&chst zu summiren. In 
solcher Art werden die Resultate auch etwas genauer, indem die 
Aenderung des Di£Perenzial - Quotienten in jeder einzelnen Ordinate 
berAcksichtigt wird. 

Der Ausdruck fllr die Flache zwischen zwei zun&chst stehenden 
Ordinaten y und y\ die zu den Abscissen x und x^ geh5ren, ist be- 
kanntlich, wenn 

x' — x^S 
gesetzt wird, 

f'""-l(»+rt*-A(l|-ii)^ 
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oder wenn zugleich die negativen Fehler berdcksichtigt werden, also 
die kleine Flache sich verdoppelt 

Man hat aber nach § 14 

dx ft 

ond 

dx n 

Da femer die Qrdinaten in Abst&nden von 0,1 berechnet sind, 
80 hat 8 gleichfalls diesen Werth, and die gesuchte Fl&che ist 

Jyd«-0,i:Cff - »•)+ ^^ (y'*' - yx) 

oder wenn man ibr n den Zahlenwerth einf&hrt 

= 0,1 (y — y') -4- 0,00075825 (jfai — yx) 

Die Werthe von y und y\ die zu den Fehlem x und x* geh5- 
ren, werden unmittelbar aus der zweiten Spalte der Tabelle im An- 
hang B entnommen, wodurch diese Rechnung Qberaus einfach wird. 
Die 80 gefundenen kleinen Fl&chen werden alsdann zu der Somme 
aller vorhergehenden, bis zu a; ^ 0, addirt. Diese Summe ist in der 
dritten Spalte der Tabelle enthalten, und sie drtlckt die Wahrschein- 
lichkeit aus, womit man erwarten kann, dafs der Fehler nicht grdfser 
sei, als das entsprechende Xy oder dafs er zwischen — x und +a; 
fallen wird. 



§ 28. 

Aus der erwfthnten Tabelle im Anhang B l&Tst sich unmittelbar 

entnehmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit man erwarten dart, dais 

ein Beobachtungsfehler ein gewisses Vielfache des wahrscheinlichen 

Fehlers nicht t&bersteigen wird. So ist zum Beispiel diese Wahr- 

scheinlichkeit fQr das Dreifache des wahrscheinlichen Fehlers, gleich 

0,957 also die Wahrscheinlichkeit, dais der Fehler grdfser sein wird, 

gleich 0,043. Man kann demnach 

957 gegen 43 
oder 

22J gegen 1 

wetten, dafs der Fehler das Dreifache des wahrscheinlichen Fehlers 

nicht (ibersteigen wird. 
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In gleicher Weise berecbneii sich die Einsatze, die man darauf 
verwetten kann, dafs der einzelne Beobachtungs -Fehler gewisse 
Vielfache von id nicht abersteigen. N&mlich 



2| 


gegen 1 


for ^tr 




- 


1 


- 


IfO 




- 


21 


- 


1\V) 




- 


H 


- 


2to 




- 


10 


- 


2|to 




- 


22 


- 


Sw 




- 


54 


- 


Site 




- 


142 


- 


Aw 




- 


415 


- 


4} to 


1 / 


- 


1341 


- 


5tr 




- 


4807 


- 


5|to 




- 


19230 


- 


6fD 




- 


83330 


- 


6lfD 




- 


333330 


- 


lie 




- 


1000000 


- 


7iir 



Aufserdem zeigt diese Tabelle auch, in welchem VerhSlt- 
nifs die Fehler sich nach ihrer Grdfse vertheilen, oder 
wie die Anzahl derselben bei zunehmender Grdfse innerhalb gewisser 
gleich weit entfemter Grenzen sich vermindert. Hierdurch wird 
Gelegenheit geboten, die Richtigkeit der Tabelle und der ganzen, 
Yorgetragenen Theorie der Fehler dorch die Erfahrung zu prtifen. 
Es kommt n&mlich nur darauf an^ diese Zahlen mit einer grdfseren 
Reihe von Beobachtungen zu vergleichen. 

Bei Gelegenheit der Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers 
von Bradley's Beobachtungen hat Bess el Vergleiche dieser Art ange- 
^tellt*), und nachgewiesen, dafs die wirklichen Fehler sich in der That 
sehr tibereinstimmend mit diesen Gesetzen gruppiren. Beispielsweise 
mogen hier die Fehler der geraden Aufsteigung der Sonne gegen 
die Hauptsterne im kleinen Hunde und im Adler angefiihrt werden. 

470 Beobachtungen dieser Art waren angesteUt und aus der 
Vergleichung derselben unter sich ergab sich der wahrscheinliche 
Fehler der einzelnen Messung gleich 0,2637 Zeitsecunden. Indem 
diese Grdfse als Einheit angenommen wird, so lassen sich nach der 
erwfthnten Tabelle die Verhaltnifszahlen der Fehler berechnen, die 
gewisse aliquote Theile oder Vielfache des wahrscheinlichen Fehlers 

*) Fimdamenta oitronomiae* Seite 19 and 20. 
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tiberschreiten. Man kann die Grenzen auch in Secunden ausddicken, 
dieses hat Bessel gethan und die relative Anzahl der Fehler gesucht, 
die unter 0,1 ... 0,2 .. . 0,3 Secunden und so weiter fallen. Durch 
Subtraction wurde sodann die Anzahl der Fehler zwischen und 
0,1 femer zwischen 0,1 und 0,2 Secunden und so weiter ermittelt, 
und es ergab sich 





Aazahl der Fehler 


zwischen 


berechnet 


gez&hlt 


0,0 und 0,1 


95 


94 


0,1 und 0,2 


88 


88 


0,2 und 0,3 


78 


78 


0,3 und 0,4 


64 


58 


0,4 und 0,5 


49 


51 


0,5 und 0,6 


35 


. 36 


0,6 iind 0,7 


24 


26 


0,7 und 0,8 


16 


14 


0,8 und 0,9 


9 


10 


0,9 und 1,0 


5 


7 


fiber 1 Secnnde 


5 


8 



Die Uebereinstimmung dieser Zahlen zeigt deutlich, wie der 
Zufall, sobald vielfache Wiederholungen statt finden, den Gesetzen 
der Wahrscheinlichkeits-Rechnung folgt. 

Es mag noch in einem andem Beispiele das Zutre£Pen dieser 
Gesetze nachgewiesen werden. Dasselbe bezieht sich freilich nicht 
auf Beobachtungsfehler, aber doch auf eine eben so zufalligeEr- 
scheinung, die sich in bestimmten Zahlenwerthen ausdrftcken l&Tst. 
Aus vielfachen Wiederholungen kann man n&mlich den normalen 
Werth mit grofser Wahrscheinlichkeit bestimmen und die jedesmalige 
Abweichung von diesem ist dem Beobachtungsfehler vergleichbar. 
Es wird daftLr ein Beispiel gewi.hlt, das jeder Leser in alien Ein- 
zelheiten leicht verfolgen und von der Richtigkeit der nachstehenden 
Angaben sich selbst tiberzeugen kann. 

Eine solche ganz zufaUige Erscheinung ist unter andem die Wie- 
derholuDg eines gewissen Buchstaben. Am haufigsten wird das e ge- 
braucht, daher empfiehlt es sich, dieses zu w&hlen. Jeder Baumeister 
besitzt Eytelweins Handbuch der Mechanik und Hydraulik und zwar 
vorzugsweise wohl noch die altere Ausgabe von 1801. Die Vorrede 
zu diesem Werke soil in Betreff der in jeder Zeile vorkommenden 
Anzahl der e untersucht werden, und zwar mit Einschlufs der Diph- 
tongen &, 6 und u, um grdfsere Zahlen zu erhalten. Die eingezo- 



k 
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genen iind abgebrochenen Zeilen bleiben unbertLcksicbtigt, weil sie 
ktbrzer sind als die Hbrigen, and daher auch eine geringere Anzahl 
der 6 in ihnen zu vermathen ist. Man findet alsdann 110 ganze 
Zeilen und darin wiederbolt sich der Buchstabe e 886 mal, durch- 
schnittlicb kommt er sonach in jeder Zeile 8,06 mal oder sehr nahe 
8mal vor. 

Die Abweichungen von dieser Anzahl sind 

26 mal gleich 
43 - - 1 
24 - -2 
11 . - 3 
4 - -4 
kein - - 5 
2 - . 6 
Die Summe der Qaadrate dieser Abweichungen betrfigt 374, das 
mitdere Fehlerquadrat ist also 3,40 ss^f, folglich 9=1,844 und 
die wahrscheinliche Abweichung 

to = 0,6745 . q 
= 1,244 
Die Tabelle im Anhange B ist f&r den wahrscheinlichen Fehler 
s= 1 berechnet, man muTs also die Ghrenzwerthe der x^ die man 
sucht, durch 1,244 dividiren. Die Abweichungen von der normalen 
Anzahl sind immer ganze Zahlen, daher fallen diese Grrenzwerthe 
auf die Mitte zwischen je zwei Zahlen. Man findet nun ftr 

a: = j^ = 0,445 fyda: — 0,236 

^-l|i4 = 2'223 =0,867 

a^ = j||j = 3,113 -0,964 

X = :r^ = 4,002 = 0,993 

1,J44 

X = 7^ = 4,892 = 0,999 

1,^44 

Der erste Werth bezeichnet die Verh&ltnifs-Zahl deijenigen 

Fehler, die kleiner als \ , also gleich Null sind, der zweite deijenigen, 

die kleiner als 1|, also kleiner als 2 sind. Zieht man den ersten 

yon dem zweiten ab, so findet man die relatiye Anzahl der Fehler 

5» 
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von der Grdfse 1, und diese mit der Anzahl der Beobachtungen, 
also der Zeilen oder mit 110 multiplicirt, ergiebt die absolute Zahl 
dieser Abweichungen. In derselben Art verf&hrt man mit den dbri- 
gen Werthen, und man erhfilt schliefslich die nachstehende Anzahl 

der Abweichungen von verschiedener Grrdfse. 

Anzahl derselben 
berechnet gez&hlt 

Abweichung = 26,0 26 

= 1 43,4 43 

= 2 26,0 24 

= 3 10,7 11 

= 4 3,2 4 

= 5 0,7 

tiber 5 0,0 2 

Die Uebereinstimmung ist auch hier der geringen Anzahl von 
Abzahlungen unerachtet, durchaus befriedigend, und in denjenigen 
Gruppen, wo die Beobachtungen zahlreicher auftreten, sogar fiber- 
raschend grofs. 

§ 29. 

In gleicher Weise, wie die Sch&rfe der einzelnen Beobachtungen 
durch den wahrscheinlichen Fehler derselben bemessen wird, lassen 
sich aus diesen auch die wahrscheinlichen Fehler der daraus 
berechneten Constanten herleiten. Hierdurch allein gelangt 
man aber zu einem richtigen Urtheil tlber die Sicherheit der gewon- 
nenen Resultate. Wenn man zum Beispiel nach der Methode der 
kleinsten Quadrate den Werth der Constante r gleich 0,5 gefunden 
h&tte, ibr wahrscheinlicher Fehler aber 0,7 wftre, so dtlrfte man noch 
nicht 1 gegen 1 wetten, dais die zum Grunde gelegte Gleichung 
wirklich das Glied ar enthalt. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Constanten 
r, «, t, . . . for welche also die Summe der Quadrate der tlbrig blei- 
benden Fehler ein Minimum ist, kdnnen leicht in der Art sich her- 
ausstellen, dais diese Summe sich wenig andert, wenn die Constan- 
ten andere Werthe annehmen, indem einige sich vergrdfsem, andere 
sich verkleinem. In diesem Falle wSren die gefundenen Werthe, 
wenn auch die wahrscheinlichsten, dennoch wenig sicher. HierQber 
gewinnt man aber ein bestimmtes Urtheil, wenn man die wahrschein- 
lichen Fehler der berechneten Constanten ermittelt. 
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Es handle sich um einen Ausdruck worin drei Constanten 
vorkommen und man habe f&r diese nach der Methode der kleinsten 
Quadrate die Werthe r, s und t gefunden. Diese sind indessen 
nicht die richtigen, sondem mit den FeUem g, a und r behaftet, 
daher die wahren Werthe r-f-p, s-^a und t-+-T. Der wirkliche 
Fehler jeder einzelnen Beobachtung, der mit x' bezeichnet wird, ist 
daher 

a?' = — * H- a (r + ()) -h 6 (* -h <y) 4- c (< -h t) 
= ( — A + ar -t- 6* -+- cO -H (op + 6<t + cr) 
x'x' = (— ik + ar -h 6< + c*)* 

-J-2( — ofc-|-ao»r-ha6 -i-l- ac« Op 
-t-2( — 6*4-a6«r-|-fc6«*-|-fcc«l)<y 

-f- 2 ( — c k -i- ac • r + be • s -+- cc • t) T 
-4- (a o • p -+- a6 • (T -}- ac • t) p 
+ (a6 •p + 66«(F-h6c«T)a 
(ac • p-l-6c»<T-hcc«r)r 



Das erste Glied dieses Ausdruckes ist nichts anderes, als das 
Quadrat der Differenz zwischen der beobachteten Grdfse k und dem 
Werthe derselben, der sich durch Einftihrung der wahrscheinlichsten 
Werthe r^ «, f in die zum Grunde gelegte Bedingungs-Gleichung 
ergab. Diese Di£Perenz wurde fintkher mit x bezeichnet. 

Zur p&heren Untersuchung der folgenden Glieder berechne man 
die Summen, die sich darstellen, indem die entsprechenden Ausdriicke 
fibr alle einzelnen Beobachtungen entwickelt werden. Man erh&lt 
alsdann unter Beibehaltung der firOheren Bezeichnungs-Art 

[aj'jj'] ss [xx] -f- 2 (— [ak] -h[aa]r-h [ab] « -f- [a c] f) p 

2 (— [6 A] -h [a 6] r -f- [6 6] < -h [6 c] a 
2 (— [c *] -f- [o c] r-f- [6 c] « -f- [c c] t) r 



([aal-hlab-]^ -f- [ac]-^)pp 
([ab]^+[bb] + [bc]^yo 

-f- ([ac]~+ [be]— -}- [c c]\ XT 

Das zweite, dritte und vierte Glied dieses Ausdruckes enthalten in 
der Parenthese genau dieselben Werthe, die zur Darstellung der 
kleinsten Fehlerquadrate gleich Null gesetzt worden. Diese Glieder 
fallen also fort, und die drei letzten vereinfachen sich, wenn man 
die Bezeichnungen A, S und T einftbrt, n&nlicb 
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ll = [ao] + [a6]-^ + [oc]-^ 
S a» [o 6] ^ + [66] 4- [6c]— 

O 6 



r-[ac]^-(-[6c]^ + [cc] 

Die Torstebende Gleichung wird daher 

[ac/x'] := [xx] H- B •(»(> + S • ao+T»Tt 

Urn den wahrscheiolichen Fehler der ersten Constante zu finden, 
verSndere man den Werth derselben um Qj und untersuche, welche 
Aendemngen die andem Constanten dadurch erfahren, oder wie 
grofs a and r sein mtkssen, damit die Somme der ftbrig bleibenden 
Fehler- Quadrate wieder ein Minimum wird. 

Der wirkliche Fehler war 

a?' = — /H- a (r -h (?) -h 6 (f -+- (r) -I- c (*4- t) 

Nachdem man fbr q einen bestimmten Werth angenommen hat, sind 
nur noch die beiden Aendemngen <t und r unbekannt, und wenn 
man die Bezeichnung einf&hrt 

— Iir= — *H-a(r-he)-^6#H-cf 
80 folgt 

0?* = — K+ba+ ct 

Dieser Ausdruck, der nur noch die beiden Unbekannten c und r 

enth&lt, wird wieder nach der Methode der Ueinsten Quadrate be- 

handelt. Die Bedingungs-'Gleichungen dafib: sind 

= — [ir 6] H- [6 6] (T -h [6 c] r 

. = — [Kc\ + [6 c] <y-f-[o c] T 
Man hat aber 

_ [Kh\ = — [*6]H- [a6]r-f. [66]t 4- [6c]H- [a6]e 

Die Summe der vier ersten Glieder war aber gleich Null, daher 

-[J!r6] = [a6]^ 
und eben so findet man 

Jene Bedingungs-Gleichungen verwandeln sich daher in 

6 = [a6](H-[66](r + [6c]r — S(r 
— [ac]p 4- [6c](r -H [cc]t = Tx 

Indem die Aendemngen a und t nicht gleich Null sind, so mtkssen 
filr das wahrscheinUchste if 

S = T — 
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sein. Au8 den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich noch 

<T [ac] [be] — [ab] [cc] 

J ~ [bb2 [cc]~^[bd] [6^ 
und 

T _ [ab] [6c] — [ac ] [66] 

Q~[bb][cc]—[bc][bc] 

FtQirt man diese Werthe in den obigen Ausdruck ftlr R ein, so er- 
halt man 

[aa][66][cc] -f 2[a 6][ ac][6 c] - [go][6c][6c] - [66][oc][ac] - [cc][a6][a6] 

[66][cc] — [6c][6c] 

R ist sonach allein von den bekannten Grdfsen a, 6 und c abh&n- 
gig, und in dem Ausdrucke fOr die Summe der Fehlerquadrate 
kommt nur noch die Unbekannte g vor, n&mlich 

[x'x'] = [xx] -4- B • pp 

Die Wahrscheinlichkeit f&r das Zusammentre£Een der verschie* 
denen Fehler xf ist aber gleich dem Producte aus den entsprechen- 
den Wahrscheinlichkeiten y\ und wenn man dieses Product mit Y 
bezeichnet, so hat man 

1 -IflfS 



F= 



yn • yn 



1 _c^ _iL-^ 



yn • yn 

Der erste Exponent von e bezieht sich auf die Abweichungen der 
Beobachtungen von denjenigen Werthen, die unter Zugrundelegung 
der wahrscheinlichsten Werthe von r, 8 und t berechnet waren. 
Dieser Exponent ist sonach bekannt, und setzt man die bekannten 
Factoren 

yn • yn 

so ist 

Die Wurzel des mittleren Fehlerquadrates der Beobachtungen 
wurde mit q bezeichnet. In gleicher Weise sei q{r) die Wurzel 
aus dem mittleren Fehlerquadrate der Constante r. Die 
Summe aller Fehlerquadrate erh&lt man, wenn man das Qua- 
drat jedes moglichen q mit der Wahrscheinlichkeit seines Vorkom- 
mens multiplicirt, und diese Producte summirt. 
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Diese Stutnme ist 

die Anzahl dieser Fehlerquadrate ist aber gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten ihres Vorkommens, oder 

frd, 

Beide Integrate sind von q^ — oobis^^ + oo zu nehmen, doher 
das mittlere Fehlerquadrat 

. , ,. JYq* dg 

wobei der constante Factor F aas dem Z&hler und Nenner fortfUlt. 
Indem man f&r Y den Werth einfilhrt, ergiebt sich 

j(r).g(r) = 



Je-vCCdp 



Setzt man wieder zur einfacheren Bezeichnung 

R 

n ^^ 
so findet man i 

jf (r) . J (r) =s ~ -, 

die partielle Integration ergiebt 

fe'" . »» d» = - |e-" . s + 4 Je— • d» 

Das erste Glied ist, wenn man e~'* in die bekannte Reihe auflSst, 
gleich Null (§ 24), es bleibt daher nur das zweite Integral Qbrig, 
welches mit dem im Nenner stehenden tibereinstimmt, auch innerhalb 
derselben Grenzen wie letzteres genommen wird. Der Bmch ver- 
wandelt sich daher in { and man hat 



folglich 



q(r)'q(r) = ^ 



* ^ ' i/R r 9. 
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wo 9, wie oben die Wurzel des mittleren FeUerquadrates der Be- 
obachtungen l)edeutet. 

Eben so kann man auch fo(r) oder den wahrscheinlichen 
Fehler von r finden. Derselbe ist n&mlich demjenigen g gleich, 
welches unter Beibehaltung der vorstehenden Bezeichnung der Be- 
dingung entspricht, dafs 

iFdp (von bis g)=lYdQ (yon (» bis oo) 
Setzt man nunmehr 

so verwandelt sich das Integral in 



1 T-- ^ 

/rJ 



Dieser Ausdruck entspricht wieder genau demjenigen, welcher znr 
Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers der einzelnen Beobach- 
tungen diente (§ 25). Die Bedingung wird daher auch hier erfbllt, 
sobald man 



oder 



» = 0,476936 . yn 
g = 0,476936 . ]/-J 



setzt. Der wahrscheinliche Beobachtungsfehler to war aber gleich 
0,476936 • t^fi, daher ist 

Dieser wahrscheinliche Fehler der Constante r ist zugleich der 
Werth der ^rdher eingeftkhrten unbekannten Verbesserung g^ man 
hat also auch 

oder wenn man mit g den wahrscheinlichsten Werih der Wurzel 
des mittleren FeUerquadrates bezeichnet 

Was die wahrscheinlichen Fehler der andem Constanten s und 
t betriffb, so findet man dieselben in gleicher Weise, man kann sie 
aber auch unmittelbar aus den vorstehenden Ausdriicken ableiten, 
indem man in Bezug auf s die Werthe von a und b und in Bezug 
aof t die Werthe von a und o gegen einander vertauscht. 

Man bemerkt sogleich dafs der Zfthler von R sich aus alien 
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drei Bekannten o, 6 and c ganz gleichmftTsig zusammensetzt, ^oher 

er bei dieser Vertauschung unver&ndert seinen Werth beh&lt. Die 

entsprechenden Gr5iBen S und T haben daher denselben Z&hler wie 

it, wodurch die Recbnung sicb wesentlich vereinfacht. Der Nenner 

yon S ist dagegen 

[aa][cc] — [ac][ac] 

nnd der Nenner von T 

[aa][bb] — [ab][ab] 

Die wahrscheinlichen Fehler von s und t sind endlich 

to ($] as • to 

und 

Die Yorstehende Untersuchung bezieht sich nur auf drei Con- 
stanten, giebt es deren mehrere, so l&Tst sich die Recbnung in glei- 
cber Art ftbren, docb werden die Ausdrticke alsdann viel complicirter, 
und es scbien entbehrlich letztere zu entwickeln^ da die Aufgaben 
im Wasser- und Maschinenbau sich nicht leicht hierauf ausdehnen 
dftrften. Dagegen wiederholt sich sehr h&ufig der Fall, dafs nur 
zwei oder nur eine Unbekannte eingefbhrt, und deren wahrschein- 
liche Fehler gesucht werden. Letztere lassen sich aus dem Yorste- 
henden sehr einfach darstellen. 

Wenn nur zwei Constanten r und s vorkommen, so ver- 
schwindet das letzte Glied in der Gleichung 

kssar^-i-bs'hct 

oder c wird gleich Null und von den beiden Bedingungsgleichungen 

= [ab]e -h [bb^a-h [bc]T 
und 

= [ac]Q-h [bc]a-h [cc]t 

&31t die letztere fort, die erste verwandelt sich aber in 

0^[ab]g + [bb]a 
also 

g- -pI 
woher 

_ [aa][bb2 - [ab][ab] 

*= m 

Eben so findet man 

S ^ [aa]U>b] -[ab]iab] 

[a a] 
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Die wahncheinlichen FeUer sind wieder 

and 

Wenn endlich nur eine Const ante yorkommt oder das der 
Beobachtong znm Grunde gelegte Gesetz dorch die Gleichung 

ansgedrftckt wird, so ist auch 6 = und man hat 

also der wahrscheinliche Fehler von r 

y[aa] 

Wenn man unmittelbar die Grdfse k wiederholentlich gemessen 
hat, also jene Gleichung sich in 

k = r 

verwandelt and folglich a sal ist, so ist [a a] nichts andres, als die 
Anzahl der Messungen und die Wahrscheinlichkeit des arithmetic 
schen Mittels aus m Beobachtungen ist 

^^ ym 

Die Yorstehend mitgetheilten Untersuchungen wurden zuerst yon 
Gaufs in den oben (§ 15) angef&hrten Schriften bekannt gemacht^ 
doch bestimmte derselbe die Wahrscheinlichkeit der gefundenen 
Werthe der Constanten in andrer Weise, indem er ihnen verglei- 
chungsweise zur Wahrscheinlichkeit der einzelnen Beobachtungen 
gewisse Gewichte beilegte. Die wahrscheinlichen Fehler, 
welche die Zuverlfissigkeit der Besultate sehr sicher und scharf be- 
zeichnen, sind auch in Betreff der Constanten durch Bessel eingefthrt. 



§80. 

Die yorstehend entwickelten Ausdrflcke setzen voraus, dafs man 
die wirklichen Beobachtungsfehler, also die wahren Werthe 
der gemessenen Grdfsen k kennt, deren Abweichungen von den Be- 
obachtungen diese Fehler darstellen. Hierdurch wtlrde man in den 
Stand gesetzt, den wahrscheinlichen Fehler w der Beobachtungen 



k 



76 

oder die Wurzel des mittleren Fehlerquadrates q za bestimmen. 
Man kennt jedoch nur die wahrscheinlichsten Werthe der 
Constanten r, «, ^ . . . und aus diesen kann man daher nur die wahr- 
scheinlichsten, keineswegs aber die wahren Werthe von k ableiten 
und mit den Beobachtungen vergleichen. 

Im Yorigen Paragraph wurde der Ausdruck 

[xV] s= [xx] -h RQQ+Saa 4- Ttr 
dargestellt, worin x' den wahren Fehler, x dagegen die Abweichung 
der Beobachtnng von dem nach der Methode der kleinsten Quadrate 
hergeleiteten wahrscheinlichsten Werthe von k bezeichnet. Es wurde 
daselbst auch nachgewiesen, dafs 

und eben so 

Jedes der letzten Glieder im Ausdrucke f&r [x'x*] verwandelt sich 
daher in 99 und wenn /u Constanten vorkommen, so hat man 

[x*x^] = [xx] + fi» qg 

[x'x*^ ist aber die Summe der wirklichen Fehlerquadrate, also gleich 
dem Producte aus dem mittleren Fehlerquadrat in die Anzahl der 
Beobachtungen, die gleich m ist, also 

m» qqsss [opjjj-f-^ . qq 
folglich 

[xx} 

m — fA 
und hieraus der wahrscheinliche Beobachtungsfehler 

[xx] 



tt? = 0,647486l/J?- 



m — fi 

[xx] ist aber die Summe der Quadrate der Abweichungen der be^ 
rechneten von den beobachteten Werthen von A, also eine bekannte 
GrSfse. 

Diese sehr wichtige Vervollstandigung der Untersuchung liber 
die Beobachtungsfehler und Aber die Sicherheit der daraus gezoge- 
nen Resultate rtthrt von Bessel her, der sie zuerst in der Abhand- 
lung t&ber den Olbersschen Cometen bekannt machte.*) 

*) AbhandluDgen der Berliner Akademie der Wissenschaften for 1812 and 1813. 
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Um die Anwendung der Formeln f&r die wahrscheinlichen Fehler 
der Beobachtungen und der daraus gezogenen Resultate an einem 
Beispiele zu zeigen, mag auf dasjenige zurdckgegangen werden, 
welches § 19 zur Erlftuterung der Methode der kleinsten Quadrate 
gew&hlt war. 

Es wurde daaelbst bereits die Summe der Quadrate der Ab- 

weichungen der beobachteten von den berechneten Werthen ermit- 

telt und 

[xx] =a 0,529 

gefiinden. Die Anzahl der Beobachtungen oder m war gleich 8, 
und die der Unbekannten oder .u gleich 2. Man hat also das mitt- 
lere Fehler -Quadrat, oder 

0,529 

also 

q = 0,297 

und der wt^reoheinliche Fehler der Beobachtungen 

IP s 0,6745 • 0,297 
s 0,2003 

* 

Um die wahrscheinlichen Fehler der berechneten Werthe von r 
und $ zu finden, diencn die am Schlusse von § 29 mitgetheilten 
Formeln, die sich auf zwei Constanten beziehn. Man erhftlt daraus 

R » 3,220 
und 

S « 38,85 

Es ist indessen unn5thig diese Grdfsen in Zahlen auszudrficken, man 
kann vielmehr aus den Logarithmen derselben sogleich zu den Lo- 
garithmen der Wurzeln tibergehn, und diese von logtr abziehn. 
Die wahrscheinlichen Fehler von r und s sind 

fW-^ =0,112 
und 

Eine grolse Sch&rfe ist bei diesen Rechnungen entbehrlich, da das 
Maafs der Sicherheit schon durch wenige Decimal -SteUen sich hin- 
reichend sicher ausdrticken l&Tst, und die Summe [xx] von den zu- 
ftlligen Beobachtungsfehlem abh&ngig, also keineswegs besonders 
genau ist. 
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§ 31. 

H&afig wiederholt sich die Aufgabe, den wahrscfaeinlichen 
Fehler irgend einer Function verschiedener Grofsen zu ennitteln, 
deren wahrscbeinlicbe Fehler man kennt. Sind diese Grdfsen von 
einander, oder sftmmtlich von einer entfemteren abhfingig, so lasden 
sie sich auf eine einzige zurQckfiUiren, in vielen F&Uen sind sie aber 
ganz unabh&ngig von einander und hienron soil bier allein die Rede 
sein. 

p sei eine Function von r, $, t . . . Die wabrscbeinlicben Febler 
der letzteren sind bekannt, derjenige von p werde gesucbt 

p = F(r, s, t...) 
Insofem r, s, t ... ganz unabbSngig von einander sind, bat man 

y^o (py X ^^^ V' ^^^ betreffenden DiflEerenzial-Quotienten bedeuten. 
Indem r um dr wftcbst, todert sicb p um q>dr^ und die Wabrscbein- 
licbkeit, dafs ein Febler von dieser Grofse eintritt, ist 

1 ipdr.ipdr 

Eben so ist die Wabrscbeinlicbkeit des Feblers x^^^ ^^^ ^^ Aen- 
derung der zweiten Unbekannten veranlafst, 

, 1 X^'X^' 

und so weiter. Die Wabrscbeinlicbkeit f&r das Zusammentreffen 
dieser Aenderungen in den Wertben von r, Sy t . . . also aucb ftr 
die Aenderung von p in p + dp ist daber 

Unter der Voraussetzung, dafs die wabrscbeinlicben Febler von r, , 
t .. . nur klein sind, kann man dieselben statt dr, ds, dt . .. ein- 
ftlbren. Aus vorstebendem Ausdruck ergiebt sicb alsdann, welcbe 
Aenderung dadurcb im Wertbe von p veranlafst werden, oder wie 
grofs der entsprecbende , also der wahrscbeinlicbe Febler von p ist. 
Unter Beibebaltung der frtLheren Bezeichnung bat man demnach 



Um ein Beispiel der Anwendung dieses Satzes*) zu geben, mag 



*) Derselbe ist mir Ton einem Freunde mitgetheilt worden. 
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untersucht werden, wie grofs der wabrscheinliche Fehler eines 
Productes ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler der Factoren 
kennt 



also 
imd 
folglich 



dp=ssdr'h rd9 

to (rs) = K«« . ttj (r)^ -+- H . u>{sy 

Gesetzt dafs 

r = 7,22 und fr(r) = 0,62 

*=s5,47 und «?(*) = 0,35 

so wi&rde der wahrscheinlicbe Fehler des Productes 

ir(p) = 4,27 

sein, wfihrend der wahrscheinlichste Werth von p oder rs gleich 

39,493 ist. 

Dieses Beispiel beantwortet die oft angeregte, und nicht selten 
unricbtig geloste Frage, wie grois der wahrscheinlicbe Fehler einer 
Fl&cbe ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler der linearen 
Messungen kennt. 

Ist einer der Factoren, zum Beispiel r, eine bestimmt gegebene 

Grofse, also etwa ein Zahlen- Coefficient, so ist iD{r) gleich 0, folg- 

Ucb 

fi?(r«) = r • u){s) 

Kennt man den wabrscbeinlicbea Fehler des Productes und 
zugleich den des einen Factors, so ergiebt sich der des andem 



fr(r) =- Vw{rsy — r^ • «? {$)' 



Es darf kaum erw&bnt werden^ dafs in den vorstebenden Ausdrtkcken 
der Exponent 2 sich nicht auf die in Parenthese eingeschlossenen 
Grdfsen, sondem auf die wahrscheinlichen Fehler derselben bezieht. 
Man kann ferner durch den vorstebenden Ausdruck den wahr- 
scheinlichen Fehler einer Summe von Gliedern finden, deren 
wahrscheinlicbe Fehler man kennt. 

also 



tD{p) = Vwlry-h to (sy -h u> (0 
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Dieses f&hrt zur Bestimmung der Sicherheit einer L&ngenmessung, 
die sich aus einzelnen und zwar gleich grofsen partiellen Messungen 
zusammensetzt. Wenn beispielsweise die 5 Rutben lange Kette, 
mmal ausgespannt, also eine L&nge von 5ffiRuthen gemessen ist, 
und der wahrscheinliche Fehler jedes Eettenscblages gleich to ist, 
so ist der wahrscheinlicbe Febler in der Messung der ganzen Linie 
tlbereinstimmend mit § 29 gleicb 

w ym 

also keineswegs der L&nge der Linie proportional. 

Man kann aucb umgekebrt aus den Abweicbungen in der wie- 
derbolten Messung der ganzen Linie auf den wahrscheinlicben Feh- 
ler des einzelnen Eettenscblages oder der zum Grunde liegenden 
Lfingen-Einheit scbliefsen. 

Man babe beispielsweise zebu mal nach einander dieselbe Linie 

gemessen und die gefundenen Maafse bis auf ein Hunderttbeil der 

Ruthe abgelesen 

Abweiehang 



gemegsene 


L&Dge 


▼om Hitttel 


Quadrat 


92,65 Rutben 


-+■0,14 


0,020 


92,47 




— 0,04 


0,002 


92,55 




4-0,04 


0,002 


92,31 




— 0,20 


0,040 


92,43 




0,08 


0,006 


93,01 




-h0,50 


0,250 


92,52 




+ 0,01 


0,000 


92,49 




0,02 


0,000 


92,29 




0,22 


0,048 


92,38 




— 0,13 


0,017 


Mittel 92,51 


Summe 0,385 



Der wabrscbeinlicbste Wertb ist (nacb § 22) das aritbmetiscbe 
Mittel, also in diesem Beispiele 92,51 Rutben, und die Summe der 
Quadrate der Abweicbungen von demselben oder 

[xx] = 0,386 

Diese Grrdfse muTs (nacb § 30) durcb die Anzahl der Messun- 
gen weniger der Anzabl der Unbekannten, also durcb 10 — 1 = 9 
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dividirt werden , um das mittlere Feblerquadrat darzustellen. Folglicb 

qq = 0,0428 
oder 

q = 0,207 
und 

to == 0,139 

Dieses ist der wahrscheinliche Fehler in der Messung der ganzen 
L&nge, die 92,51 Ruthen betrSgt. Der wahrscheinliche Fehler in 
der Messung einer Ruthe wird nach der letzten Herleitung gefun- 

den, wenn man jenen durch 1^92,51 oder durch 9,62 dividirt. Der 
wahrscheinliche Fehler fiir 1 Ruthe ist daher 0,0145 und fiir eine 
Kettenl&nge oder 5 Ruthen gleich 0,0324 Ruthen. 

§ 32. 

Das Eintreten gewisser Ereignisse l&Tst sich h§,ufig durch be- 
sondere yorsicbts-MaaTsregeln befordem oder verhindern, und es 
entstebt alsdann die Frage, wie weit man dieselben in Anwendung 
bringen mufs, um mit gendgender Wahrscheinlichkeit den beabsich- 
tigten Erfolg erwarten zu ddrfen. Dieses ist namentlich bei Bau- 
Constructionen der Fall, wenn die Dimensionen und vorzugsweise 
die erforderlichen Starken der Verbandstticke bestimmt werden sollen. 
Man geht dabei von Beobachtungen aus, und die Resultate dersel- 
ben sind um so sicherer, je zahlreicher sie sind, und je vollstandiger 
sie alle Abweichungen in der Textur des Materials umfassen, wel- 
ches beim Bau angewendet werden soil. Diese Beobachtungen ge- 
ben jedesmal verschiedene Resultate, wenn auch anscheinend das- 
selbe Material untersucht wird, die Verschiedenheit beruht aber in 
diesem Falle nicht auf Beobachtungsfehlem, sondem rdhrt von dem 
Mangel an Gleichmafsigkeit in den Proben her. Es handelt sich also 
nicht mehr um Beobachtungsfehler, sondem um die Abweichungen 
im Material. In sofern letztere aber nicht aufserlich zu erkennen 
sind, so sind sie zufallig, wie die Fehler in den Messungen, und sie 
folgen daher denselben Gesetzen. Der Mittelwerth oder das arith- 
metische Mittel aus einer Reihe solcher Beobachtungen ist zwar als 
der wahrscheinlichste Werth von grofser Bedeutung, er giebt aber 
keinen MaaTsstab fiir die Abweichungen von demselben, also fOr die 
grd&ere oder mindere Festigkeit, welche die einzelnen Verband- 
sttlLcke vielleicht haben. Hieriiber kann man sich nur ein sicheres 
Urtheil bilden, wenn man jedes einzelne Resultat mit jenem Mittel- 

6 
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werthe vergleicht und in derselben Art, wie der wahrscheinliche 
Fehler einer Beobachtungs-Reihe gefunden wurde, die wahrschein- 
liche Abweichung sucht. 

Man habe beispielsweise eine grdfsere Anzahl Eisenstabe ge- 
priift, die gleichen Querschnitt haben auch aufserlich keine Verschie- 
denheit zeigen, und dabei gefunden, dafs sie durchschnittlich unter 
einer Belastung von 10 Centnern so eben zerreifsen. Die wahrschein- 
liche Abweichung habe sich aber aus diesen Proben gleich 1 Cent- 
ner ergeben. Fragt man alsdann, wie stark ein gleicher Stab mit 
voUer Sicherheit belastet werden kann, wobei also sein Zerreifsen 
ganz unmoglich ist, so giebt es nach den oben entwickelten Gesetzen, 
dafar freilich keine Antwort, weil der Fehler oder die Abweichung 
jede Grenze iibersteigen und sogar unendlich grofs werden kann, aber 
die Wahrscheinlichkeit dafilr ist unendlich geringe, und eben so wenig, 
wie man hofFen darf beim Aufwerfen von hundert Mflnzen, alle hun- 
dert Bildseiten zu treffen, so ist es nach menschlichen Begriffen auch 
unmoglich, dafs eine Abweichung eintreten kann, deren Wahrschein- 
lichkeit dberaus geringe ist. Man mufs sich daher klar werden, 
welche Wahrscheinlichkeit man als geniigend ansehn wiU, 
alsdann l^st sich die vorstehende Frage bestimmt beantworten. Setzt 
man dieselbe z. B. gleich 0,999 oder mit andern Worten , will man 
des Erfolges so sicher sein, dafs man Eins gegen Eins wetten kann, 
der Bruch werde unter tausend Fallen nur einmal eintreten, so kann 
man aus der Tabelle im Anhange B die entsprechende Belastung 
berechnen. 

Obwohl die Art, wie diese Rechnung zu ftihren, sich schon 
aus den fruheren Herleitungen ergiebt, so ist diese Aufgabe doch in 
ihren Anwendungen so wichtig, dafs ihre specielle Losung sich recht- 
fertigen wird. 
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Die hier eingeschaltete Pigur ist wieder die eine Halfte der 
symmetrischen Curve, welche die Beziehung zwischen der GrSfse 
der Fehler x und der relativen Wahrscheinlichkeit ihres Eintreffens 
darstellt. Die ganze von der Curve und der Abscissenlinie begrenzte 
Fl&che, oder fy dx von x = — co bi8a? = -+-oo genommen ist gleich 
der Gewifsheit, dafs irgend ein Fehler (der auch Null sein kann) 
eintreten wird, also gleich 1. Die halbe Fl&che bis zur grofsten 
Ordinate oder bis zur Mitte ist = 0,5 und ein Theil derselben, also 
etwa die Flache chD (wobei der Punkt D jedoch in unendlich weiter 
Feme gedacht werden mufs) ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dafs 
der Fehler ab = x Aberschritten werden wird. Diese Wahrschein- 
lichkeit bezieht sich aber nicht auf die absolute GrSfse des Fehlers, 
sondem nur auf seinen positiven oder negativen Werth. Entgegen- 
gesetzten Falls mtifste dieselbe Fl&che auf der andren Seite gleich- 
falls beriicksichtigt werden. Mit Bezug auf das vorliegende Beispiel 
nehme man an, dafs die in der Figur dargestellten Werthe von x 
die negativen Fehler bezeichnen, also die positiven am andern Schen- 
kel der Curve liegen. 

Um eine bestimmte Beziehung zur dargestellten Curve zu ge- 
winnen, bei der die Maafse f&r Abscissen und Ordinaten ganz ver- 
schieden sind und nicht mit einander in Vergleich gestellt werden 
k5nnen, mufs man den wahrscheinlichen Fehler oder die wahrschein- 
liche Abweichung als Maafs der Abscissen d. h. der Fehler oder 
Abweichungen einftihren. Man trage daher die Vielfachen des wahr- 
scheinlichen Fehlers, der gleich avo ist, auf und errichte an den 
Endpunkten die Ordinaten tr/, 2/7, 3/// und so weiter, so ist bei- 
spielsweise die Flache SIIID gleich der Wahrscheinlichkeit, dafs 
die Abweichung nicht grofser als das Dreifache der wahrscheinlichen 
Abweichung sein vnrd. 

Der Anfangspunkt der Abscissen, oder der Punkt a entspricht 
dem aus alien Messungen hergeleiteten Mittelwerthe, weil letzterer 
der wahrscheinlichste ist, und in jedem folgenden Versuche eben so 
leicht tlberschritten, wie nicht erreicht werden kann. Mit RQcksicht 
auf jene Eisenst&be wUrde also die Fl&che aAD iie Wahrscheinlich- 
keit bezeichnen, dais bei einem folgenden Versuche ein gleicher 
Stab schon unter einer geringeren Belastung, als von 10 Centnern 
zerreifst, und diese wflrde 0,5 sein. Die wahrscheinliche Abweichung 
vmrde aber gleich 1 Centner gefunden, daher bezeichnet der Punkt 
to die Belastung von 10 — 1:=9, der Punkt 2 die Belastung von 
8, der Punkt 3 die Belastung von 7 Centnern u. s. w. und die Wahr- 
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scheinlichkeiten, dafs unter diesen ein Stab nocb zerreifst, werden 
durch die Fl&cben «?/D, 2//l>, 3 HID und so weiter dargestellt. 
Nennt man eine dieser Fl&cben F, so bezeicbnet das Verb&ltiiifs 

F:l—F 
die Einsiltze ftlr eine Wette, da(s ein Stab nicbt fiUber, als bei der 
entsprecbenden Belastung zerreifst. 

Diese Flllcben, welcbe durcb die Vielfacben des wabrscbeinli- 
cben Feblers bemessen werden, sind zwar nacb der Tabelle im An- 
bange B leicbt zu berecbnen, der grofseren Bequemlicbkeit wegen 
sind sie jedocb im Anbange C nocb mitgetbeilt. WoUte man etwa 
wissen, wie grofs man die Belastung nur annebmen dCLrfe, damit man 
1 gegen 1 wetten kann, dafs unter 1000 solcben Staben nur einer 
zerreifst, so wS,re die Wabrscbeinlicbkeit flCbr die Ueberscbreitung 
dieser Grenze oder TFss 0,001 und man findet in der Tabelle das 
zugeborige n gleicb 4,58. Das entsprecbende x mufs also 4,58 • W 
sein, indem W wieder die wabrscbeinlicbe Abweicbung bezeicbnet, 
die in diesem Beispiele gleicb 1 Centner gesetzt wurde. Man wird 
daber die Belastung auf 

10 — 4,58 = 5,42 Centner 
bescbr&nken mtkssen. 



\ 



V. Abschnitt. 

Beispiele der Anwendiu^ der Wahrsclieiiilielikeitsrecliiiiiiig. 

§ 83. 

In den pbysikalischen Wissenschaften, wozu auch die ange- 
wandte Mechanik und Hydraulik gehdren, hat man oft au8 den Be- 
obachtungen nicht nur die Constanten, sondem auch die Gesetze 
selbst hergeleitet, welche die Erscheinangen bedingen, und nicht 
selten sp&ter ftbr die in solcher Weise gefundenen Gesetze auch all- 
gemein gtdtige Beweise aufzustellen versucht, wobei jedoch yielfach 
augenftllige Mifsgri£Fe vorgekommen sind. Wenn aber diese Gesetze 
nur auf Erfahrungen und Beobachtungen beruhn, so haben sie keine 
allgemeine Goltigkeit, man darf vielmehr ihre Anwendung nicht 
fiber die Grenzen jener Beobachtungen hinaus ausdehnen. 

Es entsteht dabei die Frage, ob man aus Beobachtungen, die 
in kleinem Maafsstabe angestellt sind, auf Erscheinungen 
im Grofsen schliefsen darf. Nicht selten wird dieses in Abrede 
gestellt, jedoch vorzugsweise wohl nur in der Absicht, um wissen- 
schaftlichen Untersuchungen Uberhaupt entgegen zu treten, und den 
sogenannten praktischen AufTassungen Geltung zu geben. Dafs Be- 
obachtungen im Grofsen sehr kostbar und zeitraubend sind, und 
dahet nur selten angestellt werden kdnnen , ist an sich klar , dazu 
kommt aber noch, dais es (iberaus schwierig ist, die yerschiedenen 
fremdartigen Einfltksse dabei auszuschliefsen und die Erscheinungen 
in einfachen Formen darzustellen. Die Erfahrung zeigt auch in der 
That daCs man auf diesem Wege bisher noch niemals zu einem 
brauchbaren Resultate gelangt ist, wenn nicht durch sorgfaltige Mes- 
sungen im Kleinen die Verh&ltnisse schon vorher au%ekl&rt waren, 
und es sonach nur noch darauf ankam, die bereits bekannten Gesetze 
und Constanten an den Erscheinungen im Grofsen zu prflfen. Es 
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mag hier auf die im Jahre 1827 in Wien aaBgefbhrten Versuche 
tlber den Seitendruck der Erde iind den Einsturz von Futtermauem 
hingewiesen werden, die obwohl mit grofsem Kosten-Aufveande an- 
gestellt und sehr vollst&ndig offentlich bekannt gemacht, dennoch 
in keiner Beziehung ein brauchbares Resultat gaben, oder zur Aof- 
kl&rung der Verhfiltnisse irgend beitragen konnten. Andrer Seits 
ist die unbegrenzte Kraft, welche die Erde und alle Himmelskdrper 
in ihren Bahnen erhfilt, n&mlich die Schwere, durch das kleine In- 
strument, den Secunden-Pendel, in hdchster Sch&rfe gemessen worden. 
Nur bei Beobacbtungen mit kleinen Apparaten lassen sich die 
fremdartigen Einfltisse moglichst beseitigen, oder bei ibrer unver- 
meidlichen Einwirkung so vollstandig erkennen, dafs man von ihnen 
Rechnung tragen kann. Auch ist es dabei leicht, vielfache Modifi- 
cationen anzubringen, woraus sicb ergiebt, wie bei Aenderungen in 
der Grdfse und Form der Erscheinung die Resultate sicb anders her- 
ausstellen. Solche Versucbe deuten daher schon an, wie die Erschei- 
nung im Grofsen sich gestalten wird, und wenn die gefundenen Ge- 
setze an sich nicht zu begrdnden sind, also der wahre Zusammen- 
hang noch unbekannt ist, so kommt es nur darauf an, durch Mes- 
sungen in gr5fserem Maafsstabe, die Gdltigkoit der bereits gefundenen 
Gesetze innerhalb weiterer Grenzen zu prfifen, was viel leichter ist, 
als wenn man auf diesem Wege die Gesetze auf&nden wollte. 

Die Methoden der Wahrscheinlichkeits- Rechnung lehren, wie 
man aus Beobacbtungen nicht nur die wahrscheinlichsten Resultate 
ziehn, sondem auch den Grad de» Sicherheit dieser Resultate ange- 
ben, also die Wahrscheinlichkeit bezeichnen kann, mit der die Gtil- 
tigkeit der gefundenen Gesetze fiber die Ghrenze der zum Gmnde 
liegenden Beobacbtungen hinaus, noch zu erwarten ist. Man denke 
die Resultate der Beobacbtungen, die im einfachsten FaUe nur von 
einem Argument abhangen, graphisch aufgetragen. Diese Argu- 
mente seien die Abscissen, wahrend die beobachteten Grdfsen als Or- 
dinaten gezeichnet werden. In dieser Weise werden verschiedene 
Punkte in der Linie gegeben, deren Gleichung man sucht, um f&r 
gewisse viel grofsere Abscissen die Ordinaten berechnen zu kdnnen. 
Wenn die Linie welche durch die gemessnen Punkte gezogen wird, 
sehr nahe als gerade Linie sich darstellt, und die kleinen Differenzen 
, innerhalb der Grenze der unvermeidlichen Beobachtungsfehler liegen, 
so ist dieses noch kein Beweis daftir, dafs die Linie, wenn man sie 
verl&ngert, noch eine gerade bleiben wird. Das unbekannte Gesetz 
derselben kann beispielsweise eine Hyperbel bedingen, was sich aber 
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au8 den Beobachtungen noch nicht ergiebt, weil diese an einer Stelle 
liegen, wo die Curve sich asymptotisch der Geraden nS^hert. Nicht 
leicht wird es sich treffen, dafs man mil der Natur der Cuire ganz 
unbekannt ist, denn gemeinhin ftihrt schon die Betrachtung der me- 
chanischen oder der sonstigen einwirkenden Verh&Itnisse auf gewisse 
aufserhalb der Beobachtungen liegende Punkte^ so zum Beispiel lassen 
sich die WertHe derjenigen Ordinaten h&ufig bestimmt bezeichnen 
die zu den Abscissen = und zu -+- oder — oo gehdren. Aber 
wenn dieses Letzte auch moglich ist, so muTs man doch auf die 
kleinen Abweichungen in den Beobachtungen sehr aufmerk- 
sam sein, und selbst wenn sie die Grofse der gewohnlichen Beob- 
achtungsfehler nicht tlbersteigen , untersuchen, ob sie irgend regel- 
m&fsig fallen, also auf eine schwache Krflmmung der anscheinend 
geraden Linie hindeuten, die bei weiterer Fortsetzung der letzteren 
viel scharfer hervortreten kann. Wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
einer solchen Voraussetzung ist,, l&fst sich aber nach den vorstehen- 
den Herleitungen jedesmal bestimmt angeben, und man entgeht auf 
diesem Wege sehr sicher der Gefahr, aus dem Gebiete der Wirk- 
lichkeit in das der Phantasie zu gerathen. 

Wie grofs diese Gefahr ist, wenn die Regeln der Wahrschein- 
lichkeits-lKechnung, oder des gesunden Menschenverstandes, ganz 
unbeachtet bleiben, zeigen vielfache Beispiele in unsern Lehrbtkchem, 
namentlich in denen^ welche die Uydraulik betreffen. Die Satze, 
dais das L&ngenprofil eines Flusses eine Parabel, oder Eettenlinie 
oder eine andre Curve bildet, wtlrden gewifs nie ausgesprochen sein, 
wenn man auch nur eine einzige Beobachtungsreihe mit einer solchen 
Hypothese sorgfaltig verglichen und die fibrig bleibenden Fehler 
untersucht hatte. 

Indem die Methoden der Wahrscheinlichkeits-Rechnung in sol- 
chen Fallen immer auf die Beobachtungs- Fehler zurQckf&hren, und 
von der Grdfse derselben die Sicherheit der geftmdenen Resultate 
abh&ngt, so pflegt die Anwendung dieser Rechnungs-Art auch von 
unverkennbarem Einflufs auf die Beobachtungs-Kunst zu sein. 
Die Mefsapparate verbessern sich eben so, wie die Methoden ihrer 
Benutzung und man erreicht bald eine Sch^e und Sicherheit, die 
bisher unbekannt war und sogar fiir unmoglich gehalten wurde. 
Namentlich hat sich dieses in der Astronomie bestatigt, wo gegen- 
w&rtig keine Untersuchung mehr angestellt wird, ohne dafs zugleich 
der Grrad der Wahrscheinlichkeit der gefundenen Resultate bestimmt 
nachgewiesen wtirde. 
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§ 34. 

Als Beispiel der Anwendang der Wahrscheinlichkeitsrechnong 
auf Beobachtungen, aus denen nicht nur gewisse Constanten, 
sondern auch das Gesetz hergeleitet werden soUte, dem die 
firscheinung folgt, w^le icb eine Untersuchung dber den AusfluTs 
des trockenen Sandes durch Oeffnungen in der Seitenwand eines 
Gefafses. 

Wie zuerst Hubert Burnand bemerkte, ist die durch kleine Oeff- 
nungen ausfliefsende Sandmasse von der Druckhdhe oder der Hdhe 
der Ftlllung im Gefafse ganz unabh&ngig. Dieses erkl&rt sich durch 
die Starke Reibung, welche der Sand erf&hrt, indem er sich von der 
tlbrigen Masse lost. Die vorliegenden Yersuche best&tigten auch, 
dafs bei hoher und niedriger FOllung in gleichen Zeiten stets gleiche 
Quantitaten abflossen. Nur wenn der hohle Trichter, der sich in 
der Oberflache der Schfittung iiber der Oeffnung jedesmal bildet, 
letztere beinahe erreicht, und die von seinen WSnden herabsttbrzen- 
den Massen unmittelbar die Oeffiiung treffen, so wird die Geschwin- 
digkeit und sonach die Menge des durchfliefsenden Sandes etwas 
grdfser, bis sie sich sehr bald darauf wieder vermindert, weil die 
Oeffiiung vorfibergehend frei wird, oder nicht mehr ganz gef&llt ist. 
Die Beobachtungen wurden daher jedesmal abgebrochen, sobald der 
Trichter sich bis auf 1 Zoll der Oeffnung genahert hatte. 

Der Sand^ den ich benutzte, war ein sehr reiner, vom Seestrande 
aus auf das dahinter liegende niedrige Ufer aufgewehter Quarzsand. 
Derselbe bestand aus Eomchen yon nahe derselben Grdfse, doch 
befanden sich auch einzelne merklich grofsere darunter, die durch 
Aussieben entfemt wurden. Der Durchmesser der tibrig bleibenden 
war nach mehrfachen Versuchen, indem ich sie reihenweise an ein- 
ander schob, sehr nahe \ Rheinlandische Linie oder 0,021 Zoll. 

Die Durchflufs-Oeffiiungen waren kreisfcrmig in Messingschei- 
ben ausgedreht, und zwar so, dafs ein scharfer Rand, der nach innen 
gekehrt wurde, sie umgab. Ihre Duchmesser maafs ich jedesmal in 
zwei verschiedenen Richtungen mittelst eines mikrometrischen Ap- 
parates. 

Die Quantitaten des ausfliefsenden Sandes wurden durch sorg- 
faltige Abwagung ermittelt. Unter den austretenden Sandstrahl 
schob ich nach dem Schlage einer Secunden-Uhr ein Gef&fs, und 
in gleicher Weise wurde dasselbe nach einer bestimmten Zeit wieder 
ssurtlckgezogen. Die Vergleichung der in dieser Art au%efangenen 
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Sandmassen ergab, dafs der wahrscheinliche Fehler beim Yor- und 
Zurtkckscbieben- des Gef&Tses nocb nicbt eine balbe Secunde betrag, 
und selbst dieser geringe Febler yerminderte sich bei den grdfseren 
Oeffiiungen noch bedeutend. Er rQhrte zam Theil von den zufUli- 
gen Unregehnafsigkeiten beim Austreten des Sandes her, die offen- 
bar in den kleineren Oe&ungen am grorsten waren. 

Die Sandmassen m sind nachstehend nicht dorch Gewichte, 
sondem durch den Rauminhalt und zwar in Rheinl&ndischen Cubik- 
zollen ausgedrOckt, indem wiederholentlich das Gewicht gewisser 
Sand-Volumina, und zwar bei mdglichst loser Scbtittung ermittelt 
wurde. Die Radien q der Oeffiiungen beziehen sich gleichfalls auf 
Rheinl&ndische Zolle. 

In einer Secunde flofs durch die Oeffiiung vom Radius q die 
Masse m 



1) 


Q — 0,05487 


m= 0,009117 


2) 


Q = 0,08052 


m = 0,029854 


3) 


p = 0,09868 


m == 0,053986 


4) 


Q = 0,12017 


m s 0,095324 


5) 


Q — 0,16784 


m ^ 0,234628 



Es kam darauf an, die Beziehung zu finden, in welcher m zu g 

steht. Zu vermuthen war, dafs m durch eine oder verschiedene 

Potenzen von q ausgedrtickt wfirde, ich versuchte daher zun&chst 

die Formel 

m = rQ + S()^ + tQ^ 

Ein constantes Glied konnte der Ausdruck nicht enthalten, weil offen- 
bar f&r (> ss auch m = wird. Die Factoren r, s und t sind die 
zu suchenden Constanten, w&hrend die oben (§ 17) mit a, b und e 
bezeichneten Factoren hier (>, q^ und g^ sind. 

Aus den ftinf Beobachtungen findet man die Summen 

[ka] = [mg] =0,059 065 
[*6] = [mpT= 0,008 7325 
[kc] = [mp*] = 0,001 34369 
[aa] =[()*] =0,061841 
[ab]=[g^] =0,0081113 
[ac] = [66]= [g'] = 0,001 14796 
[bc] = [g^] =0,000171481 
[cc] = [p«] =0,000 0265875 
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Wenn man diese Werthe in die Bedingungs-Gleichungen 

[ka] = [aa]r'i'[ab]s + [ac]t 
. [ft6]=[a6]rH-[66]*4-[6c]% 



und 

einf&hrt, so folgt 



[kc] =[ac\r-h[bc]s-h[cc]t 



r=— 0,186857 

s = 4,72591 

t = 28,1257 
Man erh&lt also 

m = — 0,1868 . Q -h 4,7259 • q^ -H 28,127 . (>« 

Berechnet man hiemach f&r die fbnf Werthe von q die zugehdrigen 
m und vergleicht diese mit den beobachteten, so sind die Fehler 
und die Quadrate derselben 



Fehler 


Qnad. d. Fehler 


+ 0,0049 


0,0000 2401 


- 0,0042 


1764 


— 0,0062 


3844 


-+■ 0,0072 


5184 


0,0012 


0144 



Summe 0,0001 3337 

Die Fehler fallen ziemlich unregelm&Tsig, man dtirfte sie also 
als Beobachtungs- Fehler ausehn, die Summe ihrer Quadrate betr&gt 
0,0001 3337. Die Form des Ausdruckes befriedigt aber keineswegs. 
Es ergiebt sich aus demselben, dafs die Masse m weder der zweiten, 
noch der dritten Potenz von q proportional, noch der Summe zweier 
Glieder gleich ist, welche diese beiden Potenzen als Factoren ent- 
halten. Das negative Zeichen des ersten Gliedes ist aber unerkl&r- 
lich und laTst erkennen, dafs die gewahlte Form nicht die richtige 
sei. Nichts desto weniger zeigt diese Rechnung, dafs das erste 
Glied einen viel geringeren Werth hat, als die beiden letzteren, die 
bei den grdfseren Oeffnungen sich ungef&hr gleich sind. Dieser 
Umstand deutet darauf hin, dafs m einer gewissen Potenz von g 
proportional ist, deren Exponent zwischen 2 lind 3 liegt. 

Hiemach wurde diese unbekannte Potenz gesucht, indem ich 

m = r • g' 

setzte. Dieser Ausdruck lafst sich leicht nach der Methode der klein- 

sten Quadrate behandeln, wenn man von den Zahlen zu den Loga- 

rithmen tlbergeht. 

logm ss logr.+ X • logg 
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Die beiden Unbekannten sind alsdann logr und x^ und die frCiher 
A, a und b bezeichneten Ghrdisen 

k = logm 

a=l 

6 = logo 

In Betreff der nunmehr vorzunehmenden Zahlenrechnung muTs dar- 

auf aufmerksam gemacht werden, dalb diese Logarithmen die ge- 

wdhnlichen Briggeschen sind, da sie aber s&mmtlich zu achten BiH- 

chen gehdren, so sind sie negativ, und man muis sie als solche, 

also mit BertLcksichtigung der decadischen Erg&nzung ausdrQcken. 

So ist z. B. der Logarithmus von 0,009117 

= 7,95985 — 10 
also 

= — 2,04015 

In dieser Weise werden die in die Rechnung einzufbhrenden 
Werthe von logm und log^ bestimmt. Um die Producte ft 6, 66 zu 
bilden, kann man sicb nach § 18 der Quadrat -Tabellen im Anhange 
A bedienen, doch l&fst sich die Rechnung auch logarithmisch f&hren, 
indem man die gefundenen Logarithmen wieder als Zahlen behan- 
delt, und die zugehorigen Logarithmen aufschlSgt 

log* = log . logm = log(— 2,04015) = 0,30966 n 
log6 = log • log p = log(— 1,26067) = 0,10060 n 
Das den letzten beiden Zahlen beigef&gte n zeigt an, dais diese Lo- 
garithmen zu negativen Zahlen gehoren, worau^ also Rtlcksicht zu 
nehmen ist, sobald man zu den letzteren wieder libergeht. Man 

findet 

logA6 = 0,41026 
also 

46 = 2,5719 

Dieses Product ist positiv, weil beide Factoren negativ sind. 

In gleicher Art werden die s&mmtlichen Producte kb berechnet 
und die Summe derselben, oder [ft 6] dargestellt, und so auch die 
andem Summen, wobei die Zeichen stets zu beachten sind, [aa] 
ist aber [1] oder bei 5 Beobachtungen gleich 5. 

Die Bedingungsgleichungen 

[fta] := laa^r-h [a6]« 
und 

[ft6] = [a6]r-|-[66]f 

verwandeln sich alsdann in 

— 6,48328 = 5 . log r — 5,05586 • x 
und 

6,94283 = — 5,05586 • logr + 5,24550 • x 
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Hieraus findet man 

logr= 1,64303 
daher 

r = 43,957 
und 

«= 2,9071 
Man erh&lt 

m — 43,957 . g^^'^ 

Berechnet man hiernach ftkr die filnf yerschiedenen g die Werthe 

von m und vergleicht diese mit den beobachteten, so sind die Fehler 

und ihre Quadrate 

4-0,00038 und 0,0000144 

— 0,00087 0,0000757 

— 0,00163 0,0002657 

— 0,00247 0,0006101 
0,01061 0,0112572 



0,0122231 
Die Fehler fallen sehr regelmfifsig, indem sie bei dem kleinsten und 
grdTsten p positiv, dazwischen aber negativ sind. Man muTs daher 
diese Form des Ausdrucks (dv ungeeignet halten, wozu noch kommt, 
dafs die Summe der Fehlerquadrate viel grdfser ist, als sie firOher 
war. Man darf indessen nicht tlbersehn , dafs die ganze Rechnung 
der Bedingung entspricht, dafs die Summe der Fehlerquadrate von 
login, aber nicht derer von m, ein Minimum ist Dieser Umstand 
ist von wesendiche^ Bedeutung, insofem die Aenderung der f&nflen 
Decimalstelle im Werthe von m um eine Einheit, den Werth des 
login fbr das kleinste g um 0,00046 flir das grdfste q dagegen nur 
um 0,000018, also im Verh&ltnifs von 25 : 1 ftndert. 

Um diesen Uebelstand zu beseitigen und m selbst durch zwei 
Glieder auszudrflcken, welche die Unbekannten, oder gewisse I\inc- 
tionen derselben, als Factoren enthalten, ftlhre ich fbr den noch 
unbekannten Exponent einen Naherungs werth s ein, und vermehre 
diesen um die gesuchte Verbesserung (T, also 

Nach dem Taylorschen Lehrsatze hat man 
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das dritte Glied imd die folgenden kann man nicht einftlhren weil 
sie keine neuen Unbekannten enthalten. Ihre Vemachl&ssigung ist 
aber auch zul&ssig, wenn a sehr klein gegen s ist. Man hat alsdann 

p*^ ^p* + • p* log nat p 
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also 

m == r • p* -4- r ff • (I* log nat (j 

Die Unbekannten sind nunmehr r und ra. Die Bekannten dagegen 

ksssm 
a = q' 
b =g' * log.nat q 

Den N&herungswerth 8 seize ich, wie so eben gefunden wurde, gleich 

2,9. Die natCbrlichen Logarithmen findet man bekanntlich, wenn man 

die Briggeschen mil 2,3025 multiplicirt. Im vorliegenden Falle ist 

das kleinste 

g = 0,05487 

log (I = 8,73933 - 10 

= — 1,26067 

loglog(>= 0,10060 « 

log 2,3025= ,36221 

log log nat Q = 0,4628 1 n 

log nat (> = — 2,9027 

Hiemach sind die Factoren a und b leicht zu berechnen, und man 
erhfilt die Bedingungs-Gleichungen 

0,00161797 = 0,0000385095 • r — 0,0000714333 • ra 
0,00300774 = 0,0000714333 • r — 0,0001335475 • ra 

Daraus folgt 

r = 30,478 
und 

rcy = — 6,2197 
also 

a = — 0,2041 

Der Exponent 9 + a ist demnach gleich 

2,6959 
Der Ausdruck wird also 

m = 30,478 • p^'^^^' 

Berechnet man hiemach die Werthe von m so betragen deren Ab- 
weichungen von den beobachteten und die Quadrate derselben 

0,0029 und 0,00000847 



0,0040 


0,00001624 


0,0047 


0,00002190 


0,0045 


0,00002061 


0,0115 


0,00013248 



0,00019970 
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Die Summe der Fehler- Quadrate stellt sich also nur wenig grdlker 
heraus, als bei dem ersten Ausdrucke, der drei Glieder mil den 
Factoren (>, ()^ und (j^ enthielt. Dafs die Fehler aber s&mmtlich 
positiv sind, der letzte Ausdruck also nicht in angemefsner Weise 
die Werthe von m darstellt, rtlhrt allein davon her, dafs a zu grofs 
wurde, als dafs a^ verschwindend klein geblieben ware, was doch 
vorausgesetzt wurde. 

Diese Regelm&fsigkeit der Fehler vermindert sich, wenn man in 
Folge der letzten Rechnung den N&herungswerth s des Exponenten 
gleich 2,7 setzt. In gleicher Weise findet man alsdann den Aus- 
druck 

m = 32,143 . Q^''^^ 
und die Fehler sind 

0,0018 

0,0015 

0,0007 
— 0,0011 
4-0,0016 

Die Summe ihrer Quadrate betrSgt 

0,00000975 

ist also sehr bedeutend geringer, als sie firtdier war. 

Nichts desto weniger stellen sich die Fehler noch immer be- 
deutend grdfser heraus, als man bei der Scharfe der Beobachtungen 
erwarten soUte, und der Exponent 2,75 ist an sich unwahrscheinlich, 
weil er unerkUrlich ist, woher die Untersuchung nicht als geschlos- 
sen angesehn werden durfte. Dazu kam noch, dafs die gesuchten 
Ezponenten sich sehr regelm^sig &ndem, wenn sie aus je zwei ne- 
ben einander liegenden Beobachtungen berechnet werden. In der 
oben gew&hlten Reihenfolge der letzteren findet man n&mlich unter 
Zugrundelegung der Formel 

logm s= logr -{- X • logQ 

aus 1) und 2) w = 72,24 • q^'^^ • 

aus 2) und 3) m = 45,90 • ^^*^" 

aus 3) und 4) m^ 43,13 . q^'^ 

aus 4) und 5) m = 28,85 • q^^^ 

Es ergiebt sich also dafs bei wachsendem g der Exponent desselben 
immer kleiner wird, und zugleich auch der Factor r sich vermindert. 
Dieses l&fst vermuthen, dafs man den Werth von g um eine gewisse 
constante Grdfse vermindem mtLsse, um die Gleichm&Isigkeit der 
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Exponenten darzustellen. £[ierzu ist auch in der That ein augen- 

scheinlicher Grund vorhanden, denn die Sandkomcben, welche so 

eben noch gegen den Rand der Oeffnting sich stMzen, verengen die 

letztere durch denjenigen Theil der Qber die Oeffiiung hinausragt, 

und selbst wenn sie weiter vortreten, und hindurch fallen, so wer- 

den sie durch den Rand etwas zurQckgehalten und veranlassen daher 

eine theilweise Verminderung der Geschwindigkeit und sonach auch 

der ausfliefsenden Masse. 

Der Ausdruck ftlr m laist sich nicht bequem so.umformen, dafs 

man zugleich diese Verminderung von (;, den Exponent x und den 

Factor r nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnen kann, 

es wird daher zun&chst jene Verminderung dem halben Durchmesser 

eines Sandkomchens oder 0,01 gleichgesetzt. Man erhfilt alsdann 

den Ausdruck 

tn = r(Q'- 0,01)' 
und wenn man wieder 

x=ss ^ a 



setzt, wo s der letzte N&herungswerth = 2,7 , und a die gesuchte 
Verbesserung ist, so ergiebt sich in gleicher Weise, wie oben die 
Pormel 

fn = r{()'- 0,01)^^ + ra» {g — 0,Olf '^ • log nat {q — 0,01) 

und man erhalt die beiden Bedingungs-Gleichungen 

0,0019555 = 0,000056268 - r — 0,00010805 • ra 

0,0037654 = 0,000108050 • r — 0,00020921 • ra 

und hieraus 

r = 23,398 

und 

rcr = — 5,9137 

folglich 

<y = — 0,253 

also den Exponent 

, + a =s 2,447 

oder nahe 

= 2,5 

Dieser letzte Exponent l&fst sich erklftren. Wenn nSmlich, wie 
wahrscheinlich, eine geschlossne Sandmasse durch die OeflEaung hin- 
durch f Jilt, so ist dieselbe proportional dem Producte aus dem Flfir 
cheninhalt der freien Oeffiiung in die Geschwindigkeit. Erstere wird 

offenbar durch 

{g — xY n 

ausgedrtlckt, wenn x die vorstehend ziemlich wiUkariich angenom- 
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mene Yerminderung des Radius ausdrfickt. Die Geschwindigkeit ist 
aber, wenn freier Fall stattfindet, der Quadratwurzel aus der Fall- 
h5he proportional. Bildet sicb also tiber der Oeffoung irgend ein 
kegelformiger Raum, in welchem die Sandkdmchen nicht mehr zu- 
rdckgehalten werden, sondern frei herabfallen, so darf man anneb- 
men, dafs die lineS.ren Dimensionen dieses Raumes und sonacb aucb 
die verscbiedenen Fallboben dem Radius der Oeffnung proportional 
sind. Hierdurcb recbtfertigt sicb der Ausdruck 

m = r (^ — 0,01 -+■ xf'^ 

Yergleicbt man denselben wieder mit den Beobacbtungen , nacbdem 
die Potenz nacb dem binomiscben Lebrsatze aufgelost ist, so erb&lt 
man 

m = {g — 0,01^^^ r + 2,5 {g — OfilY'^ • rx 

Die folgenden Glieder darf man unbeacbtet lassen, da jedenfalls die 
gesucbte Correction x sebr klein gegen g oder gegen g — 0,01 ist. 
Die Bedingungs - Gleicbungen sind nunmebr 

0,0028761 = 0,00012161 • r -f- 0,00085864 . y 

0,0202704 = 0,00085864 . r -f- 0,00640802 • y 
indem 

2,5 •rxssy 
gesetzt wird. 

Hieraus ergiebt sich 

r = 24,397 
and 

y = _ 0,105800 
folglich 

«= 0,001735 

Der gesuchte Ausdruck ist abo 

m = 24,397 (q — 0,01 173)''' 

Berechnet man nach demselben ftlr die verscbiedenen q die Werthe 
Ton m und vergleicht diese mit den beobacbteten, so findet man 
die nachstehenden Fehler und deren Quadrate 

Fehler Qiudrate 

ftlr ^ = 0,05487 -|- 0,00031 0,000000096 

= 0,08052 -f- 0,00043 185 

= 0,09868 +0,00040 160 

= 0,12017 — 0,00084 706 

= 0,16784 -i- 0,00029 84 

Siunme 0,000001231 
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Die Fehler fallen unregelmafsig und die Summe ihrer Quadrate ist 
bedeutend geringer als in alien frtkheren Rechnungen. Dieser Aus- 
druck schliefst sich also am beaten an die zum Grande gelegten 
Beobachtungen an, und zugleich spricht fbr ifan det Umstand, dafs 
seine Form und namentlich der angenommene Exponent nach den 
bekannten Gesetzen der Mechanik sich erkl&ren l&fst. 

Um die wahrscbeinlichen Fehler der beiden Constanten r und x 
zu finden, darf man indessen die Abweichungen von den beobachte- 
ten m nicht, wie soeben geschefan, nach dem letzten Ausdrucke be- 
rechnen, vielmehr mufs man dabei dieselbe Formel zum Grunde le- 
gen, welche nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt 
wurde, also 

« = (p _ 0,Olf ' • r -h (p - 0,01)''' . y 

Fllhrt man fdr r und y die gefundenen Werthe ein, so Brgeben sich 
fbr die fiknf verschiedenen q die zugeh5rigen m sehr nahe eben so 
grofs, wie sie vorstehend angegeben sind. Die Abweichungen und 
die Quadrate derselben ver&ndern sich nur wenig und man findet 
(nach § 30) den wahrscbeinlichen Beobachtungsfehler 

tr = 0,0004573 

und hieraus ergiebt sich (nach § 29) der wahrscheinliche Fehler 

von r oder ii>(r) = 0,1786 

und yon y oder 10(9) ss 0,02460 
Da aber 

y = 2,5-rir 
so ist 

fr(y) = 2,5 • IT (ro?) 

also 

fi?(ra?) = 0,4 • fr(y) 

Indem man nun die wahrscbeinlichen Fehler von rx und von r 

kennt, so Mst sich (nach § 31) auch derjenige von x finden, derselbe 

ist nfimlich 

fo(a?) =0,0004031 

Es k5nnte noch gefragt werden, welche Sicherheit die Annahme 
hat, dafs der Exponent gleich 2,5 oder wie grofs der wahrschein- 
liche Fehler desselben nach der vorstehenden Rechnung ist, wenn 
man allein auf die Beobachtungen Rticksicht nimmt, und jene theo- 
retische BegrQndung unbeachtet Mst. Der Ausdruck Ar den Expo- 
nent ist unter Einftlhrung der gefundenen Constanten 

_ log m— log 24,397 
' ~ Tog(p — 0,61173) 
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Um faieraus « fllr die verschiedenen m und q zvl finden, moTs man 

wieder bei logm und \og(Q — 0,01173) nicht die decadische Erg&n- 

zung benutzen, sondem die negatiyen Werthe der Logarithmen dar- 

stellen. FUr Kfihler und Nenner erhAlt man alsdann negative Zah- 

len, die aufs Neue logarithmisch zu behandeln Bind. Der Quotient 

oder s ergiebt sich aus log s und man findet aus den fELnf Beobach- 

tungen 

* = 2,5107 

= 2,5052 

:=» 2,5029 

= 2,4960 

=» 2,5007 

im Mittel 2,5031 also sehr nahe dem angenommenen Werthe gleich. 
Sucht man die Differenzen gegen das Mittel und die Quadrate der- 
selben, so findet man die Summe der letzteren 

= 0,000118 

woraus der wahrscheinliche Fehler der einzelnen Werthe von $ sich 

gleich 

0,0134 

und der des arithmetischen Mittels (§ 81) gleich 

0,00599 

ergiebt. Die Abweichung des Mittels von dem angenommenen 
Werthe ist also nur etwa halb so grofs, als der wahrscheinliche 
Fehler jenes Mittels, und man darf demnach diese Abweichung un- 
bedingt als Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler ansehn. 

Schliefslich mufs noch erw&hnt werden, dafs die yorstehende 
Rechnung in dieser Ausfbhrlichkeit nur deshalb gemacht und mit- 
getheilt ist, um Beispiele der yerschiedenen Anwendungen der Me- 
thode der kleinsten Quadrate zu geben und um zugleich dem Unge- 
Qbten zu zeigen, wie die Zahlenrechnung namentlich bei logarithmi- 
scher Behandlung zu fQhren ist. Wenn man wie hier das Gesetz 
nicht kennt, dem die Beobachtungen folgen, so wird man immer 
wohlthun, mit der Vergleichung einzelner Beobachtungen unter sich 
den Anfang zu machen, indem man die gesuchten Constanten unter 
Zugrundelegung eines gewissen Gesetzes aus soviel Beobachtungen 
berechnet als Constanten eingef&hrt sind. Wendet man dieses Ver- 
fahren sowohl auf die gr5fseren, als auf die kleineren beobachteten 
Werthe an, und yergleicht die Resultate beider, so ist man gemein- 
hin schon im Stande zu beurtheilen, ob das angenonunene Gesetz 
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der Eracheinung entspricht oder nicht, und im ersten Falle kommt 
es alsdann nur noch darauf an, die wahrscheinlichsten Werthe der 
Constanten zu finden. 



§ 35. 

Als zweites Beispiel der Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung auf Gegenst&nde dieser Art mag ein sehr wichtiger £r- 
fahrungs-Satz der Wasserbaukunst nach den vorstehend entwickelten 
Gesetzen geprHfb werden. 

Wenn das Wasser in einem geraden und gleichmSTsigen Flufs- 
bette oder Canale sich gleichf5rmig bewegt, so findet eine 
gewisse Beziehung zwischen der mittleren Geschwindigkeit (c), dem 
relativen Gefalle (a), dem Fl&cheninhalte des Querprofiles (9) und 
dem benetzten Umfange des letzteren (p) statt. Nimmt man an, 
dais der Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit proportio- 
nal sei, so gelangt man unter den Qblichen Voraussetzungen zu dem 
Ausdrucke 



-rn 



wo y die Constante bedeutet, deren Werth aus den Beobachtungen 
zu bestimmen ist. Chezy war der erste, der diese Formel angab, 
dieselbe wurde auch sp&ter von Woltman und Eytelwein statt der 
hdchst complicirten, von Dubuat aufgestellten, wieder eingef&hrt. 
Eytelwein fand anfi^gs unter Zugrundelegung der yon Dubuat mit- 
getbeilten Messungen, und zwar auf Rheinl&ndisches Fufsmaafs re- 
ducirt 

y sa 90,9 
also 

' 9 



- 90,9 1- 



Einige Jahre spater nahm Eytelwein dieselbe Untersuchung noch- 
mals auf, indem er nicht nur die von Dubuat in kleineren FlQssen 
und CanAlen angestellten Beobachtungen, sondem auch diejenigen 
benutzte, die Brtlnings, Woltman und Funk am Rhein, an der We- 
ser und andem Fltlssen gemacht batten*). Der Widerstand wurde 



*} Abhandlttngen der koniglichen Akademie der WisseDSchaften 1813 und 1814. 
Diese Untersnchnng ist auch der dritten Ansgabe des Handbaches der Mechanik and 
Hydranlik als Anhang beigefdgt. 
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dabei einem Ausdnicke gleicbgesetzt, dessen erstes Glied die erste, 
und desseii zweites Glied die zweite Potenz der Geschwindigkeit 
ziim Factor enthielt, also 

P 
und Eytelwein fand 

c = — 0,1057 H- Vo,01118 -+- 8715,6 • "^ 

Die beiden Constanten r und s mufsten dabei aus 91 Gleicbuu- 
gen hergeleitet werden, welche die gleich grofse Anzahl von Beob- 
achtungen darstellten. Um die wahrscheinlichsten Werthe zu finden 
wahlte Eytelwein dasselbe Verfahren, dessen sich Prony in einer 
ahnlicben Untersuchung bedient hatte*), und welches von Laplace 
herriihrte. Bevor namlich die Methode der kleinsten Quadrate ent- 
deckt war, hatte Laplace in der Untersuchung fiber die Gestalt der 
Erde, die Ansicht ausgesprochen**), diejenigen Werthe der Con- 
stanten seien die wahrscheinlichsten, wobei 1) die algebraische Summe 
der ilbrig bleibenden Fehler gleich Null und 2) die Summe der 
sammtlichen Fehler, wenn alle als positiv angesehn werden, ein Mi- 
nimum ist. Diese Bedingungen sind wesentlich verschieden von der- 
jenigen, dafs die Summe der Quadrate der flbrigbleibenden Fehler 
ein Minimum sein soli, und namentlich werden dabei die grofseren 
Fehler nicht geniigend berttcksichtigt. Nichts desto weniger wurde 
das von Eytelwein gefundene Resultat, welches sich nahe an das 
von Prony ermittelte anschlofs und vor diesem den wichtigen Vor- 
zug hatte, dafs es zum Theil auf Messungen an grofsen Str5men 
basirte, ziemlich allgemein angenommen. Lejeune Dirichlet, der da- 
mals in Paris studirte, tlbersetzte auf den Wunsch Prony's diese 
Abhandlungen, und letzterer war sehr erfreut, eine sehr vollstandige 
Bestatigung des von ihm aufgestellten Gesetzes zu finden. Auch 
d'Aubuisson***) begnflgte sich sp&ter die von Eytelwein gefondenen 
Resultate anzufbhren. Durch diese schien die Theorie der Bewe- 
gung des Wassers in Flufsbetten abgeschlossen. 

Bei der grofsen Wichtigkeit des Gegenstandes rechtfertigt es sich 
gewifs, die Werthe der Constanten nach der richtigen Methode zu 
berechnen und zugleich zu untersuchen, welche Wahrscheinlichkeit 
diese Resultate haben. 



*) Recherches physico-math^iatiques sur la theorie des eaux courantes. Pans 1804. 
••) Micanique celeste. Liv, III, art. 39 et 40. 
♦•*) Traits d^htfdraulique, Paris 1834 Seite 111. 
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Au8 der von Eytelwein mitgetheilten Vergleichung der durch 
Rechnung dargestellten Werthe mit den beobachteten ergiebt sich, 
dafs die Messungen, welche von Funk herrtkhren, weit weniger tiber- 
einstimmen, als die iibrigen, obwohl von denselben schon einige gar 
nicl^t benutzt wurden, weil sie sehr abweichende Resultate gaben. 
Dafs eine solche Ausschliei'sung einzelner Messungen, und zwar nur 
deshalb, weil sie von den dbrigen abweichen, sehr gewagt ist, und 
leicht grofse IrrthQmer veranlassen kann, ist bereits oben § 21 nach- 
gewiesen worden. Jedenfalls aber mufsten die von verschiedenen 
Beobachtem herrflhrenden Messungen besonders geprtlft werden, 
weil ihre Genauigkeit sehr verschieden war. 

Von Brtlnings rflhren secfaszehn Beobachtungen her, welche 
aus den Mittheilungen von Wiebeking*) entlehnt sein soUen. 
Eine nfihere Vergleichung mit diesem Werke zeigte indessen aufser 
dem Druckfehler in der 59 ten noch eine kleine Unrichtigkeit in der 
62 ten Beobachtung, insofem der Umfang p doch grdfser, als die 
Breite sein mufs. Aufserdem hat Wiebeking siebenzehn Beobach- 
tungen von Brtlnings mitgetheilt, von denen jedoch eine, nSmlich 
Litt. F ohne Angabe eines Grrundes von Eytelwein ausgelassen ist. 
Am meisten 'flberrascht es aber, dafs Wiebeking das Gefalle die- 
ser Stromstrecken zur Zeit der Messungen, oder a, gar nicht mit- 
theilt, w&hrend Eytelwein dafiir bestimmte Werthe eingefuhrt und 
diese der Rechnung zum Grunde gelegt hat. Aus dem ganzen Zu- 
sammenhange lafst sich nicht entnehmen, dafs die Gefalle wirklich 
gemessen wurden. Der Zweck dieser Messungen war n9,mlich nur 
die Feststellung, in welchem VerhSltnifs die Wassermenge des obem 
Rheins zwischen Whaal, Leek und Yssel sich vertheilt, wozu die 
Querschnitte und Geschwindigkeiten schon gentigten. Am Schlusse 
der erwahnten Stelle im Wiebeking'schen Werke werden freilich die 
Neigungs-Verhaltnisse des Rheins und der Whaal im AUgemeinen 
angegeben, doch beziehn sich diese keineswegs auf die Stellen und 
die Zeiten, in denen die Profile und die Geschwindigkeiten gemes- 
sen wurden, und stimmen aufserdem auch nicht entfemt mit denje- 
nigen iiberein, die Eytelwein zum Grunde gelegt hat. 

Woltman**) spricht gleichfalls von diesen Messungen, die Brii- 
nings ihm mitgetheilt hatte, und rfihmt die grofse Sorgfalt, womit 
die Geschwindigkeiten beobachtet wurden, dafs aber gleichzeitig die 
Gef&lle gemessen waren, erw&hnt er nicht, er sagt vielmehr ausdrQck- 

♦) Allgemeine Wasserbaukunst. Erste Ausgabe 1798. Theil I Seite 344 — 388. 
**} Beitr&ge zar hydraaliBchen Architector. Band III. Seite 350 ff. 
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lich, dafs es nur Absicht gewesen „zu wissen, wie sich die Wasser- 
mengen dieser verschiedenen Flflsse gegen einander verhalten. ^ 

Dagegen hat Funk"*") dieselben sechszehn Beobachtungen von 
Brtlnings, die Eytelwein benutzte und die gleichfalls aus Wiebeking's 
Werk entnommen sein soUen, zusammengestellt, und seine Angaben 
stimmen mit AusschluTs jenes Druckfehlers genau mit denen von 
Eytelwein tliberein. Funk giebt auch die relativen GefSlle oder die 
Neigungs-Quotienten an, welche sieben verschiedene Werthe haben. 
Woher er diese entnommen, theilt er nicht mit, und da jede andre 
Vermuthung an sich h5chst unwahrscheinlich wftre, so muTs man 
zun&chst Yoraussetzen, er und nach ihm Eytelwein haben von diesen 
Gef&llen auf irgend eine Weise sichere Kenntnifs erhalten. 

Um aus diesen sechszehn Beobachtungen Resultate zu ziehn, 
mdgen dieselben mit dem einfachsten Ausdruck 



-r^ 
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verglichen werden. Sie sind nachstehend in der Reihenfolge zusam- 
mengestellt, wie Funk sie geordnet hat, wobei jede der sieben Grup- 
pen die Beobachtungen umfafst, in denen das Geflille oder der Nei- 
gungs - Quotient derselbe seiji soil. Die letzte Spalte enthfilt den je- 
desmaligen Werth von y. 



Nammer der Beobachtnng oaeh 


Neignngs- 




Fank 


Eytelwein 


Qaotient 


y 


1 


52 


7571 


98,026 


2 


62 


7571 


90,894 


3 


44 


9045 


80,053 


4 


54 


9045 


90,900 


5 


53 


4542 


83,058 


6 


67 


4542 


90,888 


7 


45 


7957 


84,458 


8 


55 


7957 


100,823 


9 


60 


7957 


109,165 


10 


61 


7957 


90,900 


11 


34 


4931 


86,190 


12 


56 


4931 


90,892 


13 


43 


6701 


90,074 


14 


50 


6701 


90,892 


15 


47 


5825 


86,632 


16 


59 


5825 


90,919 



*) Beitr&ge zar aUgemeinen Wasserbankonst. 1808 Seite 97. 
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Der wahrscheinlichste Werth yon / oder das arithmetische Mii- 
tel aus den vorstehenden ist 90,923. Die Somme der Quadrate der 
Abweichungen von demselben ist 

[xx] = 702,542 

dahe^ der wahrscheinliche Beobachtongs-Fehler 



IT = 0,67450 .l/-^*L 

' HI — 1 



A^^ieAi/702,542 
= 0,67450y — Y^ — 

» 4,6160 

Bei dieser Grdfse des Beobachtungs-Fehlers ist es ein hdchst 
wunderbares Zusammentreffen, daTs in jeder der sieben Grruppen und 
zwar jedesmal in der letzten Beobachtung, die Werthe von y sehr 
nahe dieselben sind, und sogar bis auf geringe Abweichungen, die 
im Maximum nur 0,019 betragen, sich dem bereits frflher von Ey- 
telwein eingefbhrten Werthe y = 90,9 n&hem. Die mittlere Abwei- 
chung betr&gt bei diesen Beobachtungen nur 0,0076, sie ist also 
noch nicht dem 500 ten Theile des wahrscheinlichen Beobachtungs- 
fehlers gleich, sondem nur 0,00165 • to. Aus der Tabelle im An- 
hange B ergiebt sich, daTs &lt einen Fehler, der innerhalb dieser 
Grenze bleibt, die Wahrscheinlichkeit oder fydx nur 0,0000885 ist, 
oder dafs man 11296 gegen 1 wetten konnte, dafs in der letzten 
Beobachtung der ersten Gruppe diese Uebereinstimmung sich nicht 
darstellen wtbrde. Nun wiederholt sich aber dieser ganz unglaubliche 
Fall siebenmal nach einander an derselben Stelle, es ist also ein 
Ereignifs eingetreten, dessen Wahrscheinlichkeit der siebenten Potenz 
jenes kleinen Bruches gleich ist. Dieselbe drftckt sich durch eine 
Zahl aus, in welcher auf das Decimal -Komma zun&chst 28 Nullen 
und sodann die Ziffem 4265 folgen. Dieser Bruch werde duroh fi 
bezeichnet. 

Die Wahrscheinlichkeit ftbr das vorliegende Ereignifs, wenn das- 
selbe wirklich nur zuf&llig eintrat, ist demnach unglaublich geringe, 
und eben deshalb wird der Yerdacht rege, dafs es nicht durch Zu- 
fall, sondem absichtlich herbeigeftLhrt wurde. Indem es an sich 
sehr unwahrscheinlich ist, dafs Eytelwein, der doch in naher Bezie- 
hung zu Funk stand, gar nicht erfahren habe, dafs Letzterer die 
angegebenen Gef&Ile nicht aus wirklichen Beobachtungen entnom- 
men, sondem diesdben eben nach der Eytelweinschen Formel berech- 
net habe, so setze man die Wahrscheinlichkeit einer solchen Vor- 
aussetzung nur 0,0001 und schlieise (nach § 6) von dem Ereignisse 
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auf die Ursachen desselben. Man findet alsdann die Wahrscheinlich- 
keit der ersten Ursache, also des Zufalles, gleicb 

(I H- 0,0001 

und die der zweiten, oder der Annahme, dafs die Gef&lle berechnet 

worden, gleicb 

0,0001 



^•4-0,0001 

Beide verbalten sicb daber zu einander, wie 

(A : 0,0001 

oder wie 

1 zu 23447 000000 Billionen. 

Gewifs giebt es nur wenig Wabrbeiten, die mit einier so grofsen 
Wabrscbeinlicbkeit sicb als solcbe berausstellen , wie diese zweite 
Voraussetzung, und es wftre eine sebr vortbeilbafte Wette, wenn 
man alles Gold und Silber, welcbes gepragt und ungepr&gt im Um- 
laufe ist, gegen einen Pfennig auf die Bebauptung yerwetten kdnnte, 
dafs in der in Rede stebenden Untersucbung die Gefalle nicbt wirk* 
licb gemessen, sondem nacb der Eytelwein'scben Formel berecbnet 
wurden. 

Es leidet sonacb keinen Zweifel, dafs Funk, wabrscbeinlicb in 
der Absicbt die Beobacbtungen von Brtknings moglicbst zu vervoU- 
st&ndigen, nacb jener Formel die Ge&lle berecbnete. Wenn daber 
Eytelwein bieraus wieder das Gesetz der Bewegung des Wassers 
berleitete, so konnte dasselbe von dem frtiber zum Grande geleg- 
ten nicbt bedeutend abweicben, und es mufste aucb mit den von 
Prony gefundenen Resultaten nabe fibereinstimmen , da aucb diese 
aus denselben wirklicben Beobacbtungen bergeleitet waren. H&tte 
aber Funk fbr jede einzelne Messung mit grdfserer Scb&rfe die 
Recbnung gefftbrt, so wUrde Eytelwein aus diesen Beobacbtungen 
gefunden baben, dafs der Factor der ersten Potenz der Gescbwin- 
digkeit gleicb Null, und der der zweiten genau derselbe ist, den er 
firtiber gefunden batte, weil aus diesem die angeblicben Beobacbtun- 
gen bergeleitet waren. 

Was die von Funk <an der Weser angestellten Messungen be- 
trifft, so soUte man zwar vermutben dafs dieselben wirklicb vollst&n- 
dig ausgefilbrt w^en, insofern der Afittbeilung dieser Beobacbtungen 
eine sebr ausfiibrlicbe Bescbreibung des Weser- Nivellements voran- 
gebt. Nicbts desto weniger erweckt es scbon Verdacbt, dafs bei 
den verscbiedensten WasserstHnden die Gef&lle immer dieselben 
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bleiben. Wenn man aber aus diesen einzelnen Beobachtungen den 
Coefficient y herleitet, so bemerkt man auch hier die an sich ganz 
unwahrscheinliche Eigenthtimlichkeit, daTs in jeder Reihe einmal der 
Eytelwein^sche Coefficient 90,9 vorkommt, und zwar geschieht dieses 
viermal, namlich in den Reihen, die Funk mit iff, /, K und VL be- 
zeichnet, wieder in den letzten Beobachtungen, wogegen in der Reihe L, 
die nur aus zwei Messungen besteht, das Gefalle zweimal berechnet, 
und aus beiden Werthen das Mittel genommen zu sein scheint. In 
der Reihe G entspricht dagegen das GefWe demjenigen, das f&r den 
Wasserstand ^0,54 berechnet wurde. 

Der Untersuchung Eytelweins sind also grofsen Theils Beobach- 
tungen zum Grunde gelegt, die nicht wirklich gemacht, sondem nur 
fingirt waren, und ungltlcklicher Weise triffi dieser Vorwurf gerade 
diejenigen, welche sich auf grofse Strome beziehn, und die daher 
vorzugsweise wichtig erscheinen. Wenn man von diesen absieht, 
so bleiben nur noch die Beobachtungen von Dubuat und Woltman 
ftbrig. Gegen die Glaubwtbrdigkeit derselben begrtindet sich kein 
Verdacht, sie beziehn sich aber nur auf kleinere Wasserl&ufe. Du- 
buats Versuche sind sogar in der grofsen Mehrzahl nur an holzer- 
nen Rinnen angestellt. Wenn von diesen abgesehn wird, so bleiben 
nur die Messungen im Canal du Jard und im Haine Flusse flbrig, 
deren Breite 30 bis 45 Fufs betrug*). Es sind im Ganzen 10 Be- 
obachtungen, doch dtbrfen die beiden ersten nicht bertlcksichtigt wer- 
den, da sie vor der Krautung des Canales angestellt wurden. Die 
vier Beobachtungen von Woltman beziehn sich dagegen auf kleine 
Entw&sserungs - GrUben bei Cuxhaven von 8 und 14 Fufs Breite**). 

Man kdnnte auch gegen diese wenigen Messungen noch das 
Bedenken erheben, dafs die Geschwindigkeiten sowol von Dubuat, 
wie von Woltman, nur in der Oberflache gemessen wurden, also die 
mittleren Geschwindigkeiten uubekannt sind. Eine Reduction nach 
irgend einer der verschiedenen dafUr vorgeschlagenen Regeln wflrde 
indessen immer sehr zweifelhaft bleiben und aufserdem auch zu kei- 
nen erheblichen Aenderungen fuhren. Dazu kommt aber noch, dais 
bei so kleinen CanMen in Folge des festen Zusammenhanges der 
Oberflfiche des Wassers, in dieser die Geschwindigkeit stets etwas 
kleiner, als in der Tiefe von einigeu Zollen ist, woher man kaum 
annehmen darf, dafs sie von der mittleren bedeutend abweicht. 

In der folgenden Zusammenstellung sind die Beobachtungen von 



•) Dubuat principes cTf^drauligue. II. Volume. Sect. I. par tie 8. 
**) Beitr&ge zur Baukuaat acbiffbarer G^uiale. Seite 286 and 287. 
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Dnbnat durch Arabiscbe und die von Woltman dorch RSmiscbe 
Ziffem bezeichnet und nach den Gescbwindigkeiten geordnet. Sie 
fiind 8&mmtlich auf Rheinl&ndisches Fufs-MaaTs reducirt, und zu- 
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die Constante y berechnet. Von den in der ftnften Spalte beige- 
fbgten Abweichungen x wird sp&ter die Rede sein. 




177 


0,627 


179 


0,672 


178 


0,829 


III 


0,895 


IV 


0,895 


I 


1,019 


181 


1,174 


180 


1,357 


n 


1,369 


183 


1,377 


184 


2,740 


182 


3,029 



81,68 


— 0,000 0120 


81,33 


— 0,000 0147 


86,74 


— 0,0000114 


79,57 


— 0,000 0339 


83,43 


— 0,000 0225 


86,14 


0,0000211 


98,32 


-+- 0,000 0135 


106,20 


■+■ 0,000 0435 


95,13 


+ 0,000 0035 


109,26 


■+■ 0,000 0540 


92,87 


0,000 0507 


97,20 


+ 0,000 0281 



0,000 0590 
0,000 0683 
0,000 0913 
0,000 1264 
0,000 1150 
0,000 1398 
0,000 1427 
0,000 1634 
0,000 2071 
0,000 1587 
0,000 8707 
0,000 9709 

Man kann hiemach mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, 
dafs y nicht constant ist, sondem bei zunehmender Geschwindigkeit 
etwas grSfser wird. Es wnrde daher noch der Versuch gemacht, 
in gleicher Weise, wie Prony nnd Eytelwein gethan, diese Beobach- 
tongen an den Ausdruck 

P 
anznschlieisen. Bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 

(§ 17) hat man alsdann die beiden Bedingongs-Gleichnngen 

[7' • •]-(«! 

und 



[c»]* 



[^•c»]=[c']rH-[c«]* 



oder daroh Einfbhrung der Zahlenwertbe aus der vorstehenden Ta^ 

belle 

0,006737 = 27,847 • r + 61,272 • « 

0,017088 B 61,272 • r+ 156,158 • t 
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Man findet daraus 

r = 0,000 008 468 

* = 0,000 106 106 
und wenn man mit Benutzung dieser Werthe, fiir die verschiedenen 

Geschwindigkeiten, — berechnet, so weichen die letzteren von den 

beobachteten um diejenigen x ab^ welche in der vorstehenden Ta- 

belle angegeben sind. Die Summe der Quadrate der Abweichungen 

betrftgt 

[xx\ = 0,000 000 010 954 

Hieraus ergiebt sich der wahrscheinliche Beobachtungs-Fehler (§ 30) 

tp = 0,000 022 323 

und mit Benutzung desselben findet man (§ 29) die wahrscheinlichen 
Fehler der Constanten r und s 

fr(r) = 0,000 006 987 

«?(*)= 0,000 002 950 

Hieraus ergiebt sich, dafs die Constante r nur sehr wenig grofser 
als ihr wahrscheinlicher Fehler ist, man hat nUmlich annahemd 

ra=l,2.fc(r) 
und man kann (nach der Tabelle, Anhang B) nur 58 gegen 42 oder 
7 gegen 5 wetten, dafs die Constante r nicht Null ist, oder dafs in 
der zum Grunde gelegten Gleichung fiberhaupt ein Glied Torkommt, 
welches die erste Potenz der Geschwindigkeit als Factor enth&lt. 

Diese 12 Beobachtungen, welche unter den 91, die Eytelwein 
benutzte, allein brauchbar sind, rechtfertigen demnach nur mit einer 
sehr geringen Wahrscheinlichkeit die Einfbhrung des Gliedes r • c 
in den frtkher yon Chezy und Woltman benutzten Ausdruck. Das 
Resultat wtirde sich fireilich anders herausstellen und in hoherem 
Grade die von Prony angegebene Formel bestatigen, wenn man die 
Beobachtung Nr. 184, die Dubuat gemacht hat, unberdcksichtigt las- 
sen dtbrfle. Ein solches Veifahren ware indessen durchaus nicht ge- 
rechtfertigt. Man konnte dasselbe auch erreichen, wenn man nicht 
die Summe der Quadrate der absoluten, sondem die der relati- 
ve n Abweichungen (§ 21) zu einem Minimum machen woUte. In 
diesem Falle wtlrden namlich die Beobachtungen bei kleineren Ge- 
schwindigkeiten, fUr welche die Abweichungen x sechsmal hinter ein- 
ander negativ sind, eine grdfsere Geltung erhalten. Aber auch hierzu 
liegt kein Grund vor, weil nicht anzunehmen, dafs diese Messungen 
mit grdfserer SchSxfe ausgef&hrt sind, als die Hbrigen, die sich auf 
grdfsere Gescbwindigkeiten beziehn. 
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§36. 

Sehr wichtig ist die Anwenduiig der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung aufUntersuchungen fiber die Festigkeit der Bau-Ma- 
terialien. Die Mittelwerthe die man dabei gewohnlich allein be- 
rficksichtigt, sind nur in dem Falle als ausreichend anzusehn, wenn 
zahlreiche Verbandstttcke sich gegenseitig so unterstfitzen , dafs die 
zufallig grofsere Festigkeit eines Stuckes den Bruch eines andem 
' schwacheren verhindert. Dieses ware beispielsweise d^r Fall, wenn 
eine grofse Last gleichm^sig an viele Zugstangen geh&ngt wfirde. 
Eine solche Anordnung kommt indessen bei Constructionen wohl nur 
selten vor, meist trifft auf jedes Verbandstfick ein gewisser Druck 
oder Zug, und es kommt darauf an, ihm solche Dimensionen zu ge- 
ben, dafs es mit Sicherheit den ndthigen Widerstand leistet. Der 
aus Versuchen hergeleitete Mittelwerth bezeichnet nur die wahr- 
scheinlicbste GrSfse der Festigkeit, lafst aber nicht erkennen, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit man gewisse Abweichimgen erwarten 
darf, und welche Verstarkungen man daher anbringen mufs, um 
letztere unsch&dlich zu machen. Diese Abweichungen lassen sich 
aber sehr leicht und sicher aus der Vergleichung der einz^lnen Mes- 
sungen mit dem Mittelwerthe erkennen und durch den wahrschein- 
lichen Fehler ausdrficken. Letzterer ist in diesem Falle zwar kein 
Beobachtungs-Fehler, vielmehr beruht er auf der unvermeidlichen 
Verschiedenheit des Materials, da diese aber wieder zufallig ist, so 
gelten auch fiir sie die obigen Gesetze. 

Der wahrscheinliche Fehler lafst sich auch in diesem Falle um 
so sicherer bestimmen, je grSfser die Anzahl der Versuche ist, und 
je YoUstandiger dieselben alle Abstufungen des Materials umfassen, 
das in der Construction benutzt werden soil. Sind einzelne Stficke 
so fehlerhaft, dafs ihre schlechte Beschaffenheit sich schon bei der 
Abnahme erkennen lafst, so braucht man die Versuche nicht auf sie 
auszudehnen, wohl aber kommen sehr haufig verborgene Fehler vor, 
und diese veranlassen, dafs einzelne Versuche ein besonders imgfin- 
stiges Resultat geben. Tritt ein solches ein, so darf dieses keines- 
wegs als unbrauchbar vemachlafsigt werden, es dient vielmehr we- 
sentlich zur richtigen Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers. 

Gemeinhin lassen sich solche Versuche nicht im Grofsen an- 
stellen, nur bei gewalztem Eisen pflegt man die Elasticitat der sammt- 
lichen Haupt-Verbandstficke zu prfifen. Die meisten Versuche 
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werden in kleinen Dimensionen gemacht, wobei aber die vorbande- 
nen Mangel des Materials viel augenscbeinlicher heirortreten, und 
kaum noch ein bedeutender Fehler unbemerkt bleiben kann. Diesen 
(Jnterschied darf man nicht unbeachtet lassen, und daher nicht etwa 
annehmen, dafs die Festigkeit eines Balkens verhgltnifsmSTsig eben 
so grofs sei, wie die eines kleinen Prismas, das aus gesundem und 
gerade-fasrigem Holze ausgeschnitten ist. 

Als Beispiel f^ Untersuchungen dieser Art w&hle ich die Mes- 
sungen der absoluten Festigkeit des Eisens, die in der Fabrik von 
J. C. Harkort ^uf Harkotten im October 1860 angestellt wurden*). 
St&be Yon Rundeisen etwa 10 Zoll lang und 9 Linien stark wurden 
auf 2 Zoll Lange cylindrisch abgedreht, so dafs bier der Durchmes- 
ser I Zoll oder . 7| RheinlS,ndiscbe Linien hielt. Die nachstehende 
Tabelle giebt die Gewichte in Pfunden an, unter denen die Cylin- 
der zerrissen wurden. Die siebenzehn untersucbten Eisensorten wa- 
ren aus verschiedenen inl&ndiscben Fabriken bezogen (die in einer 
besondern Anlage zur Zeitschriil zum Theil benannt sind). Das 
Eisen war im Bruche theils kornig, theils sehnig, und theils war es 
in Cokesfeurung theils mit Holzkohlen dargestellt. Die Mittelwerthe 
stellen sich dabei wohl verschieden heraus, doch sind diese Unter- 
schiede geringer, als diejenigen die zuweilen in derselben Eisensorte 
vorkommen, woher nachstehend die Resultate aller Proben gemein- 
schaftlich behandelt sind. Dieses war auch nothwendig, um eine grolse 
Anzahl von Beobachtungen der Rechnung zum Grunde zu legen. 

Die erste Spalt^ bezeicbnet die Nummer der Eisensorte, die 
zweite die des Versuches und die dritte das Gewicht in Pfunden, 
wobei der abgedrehte Cylinder zerrifs. Der Querschnitt des letzte- 
ren maafs in alien Proben 0,307 Quadrat -Zoll. 



1 


1 


18091 




2 


16945 




3 


16945 


2 


4 


20010 




5 


20364 




6 


20364 


3 


7 


15727 




8 


15727 




9 


14910 



4 


10 


20000 




11 


20000 




12 


24727 


5 


13 


14491 




14 


19910 




15 


19910 


6 


16 


14855 




17 


14491 









*) Beilage zu Nr. 22 der Zeitschrift: Berggeist 1861. 
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18 
19 



8 



20 
21 
22 



U03^ 
14455 

16740 
17680 
15820 



13 



35 
36 
37 



19540 
19540 
17680 



9 


23 


17680 




- 24 


16740 




25 


16740 


10 


26 


21400 




27 


21400 




28 


20460 


11 


29 


21400 




30 


20460 




31 


20460 


12 


32 


16740 




33 


17680 




34 


17680 



14 


38 


14880 




39 


13960 




40 


15820 


17 


41 


16740 




42 


17680 




43 


17680 


18 


44 


13960 




45 


15820 


' 


46 


16740 


19 


47 


15820 




48 


16740 




49 


16740 



In dem bereits erw&hnten Blatte sind die Eisensorten Nr. 1, 3, 
6, 7, 8, 10, 12, 14 und 19 als sehnig, Nn 5 und 18 als halb 
sehnig und halb kornig und Nr. 2, 4, 9, 11, 13 und 17 als 
kdrnig bezeichnet. Die Mittelwerthe dieser drei Gattungen verhal- 
ten sich zu einander, wie 

1:1,010:1,162 

Man kann daraus schliefsen, dafs das kdmige Eisen fester ist, 
als das sehnige, aber die Sorte Nr. 4 welche nach einer Probe die 
festeste von alien war, weicht nur sehr wenig von dem sehnigen Ei- 
sen Nr. 10 ab , und die Festigkeit des halb sehnigen und halb k5r- 
nigen Eisens ist im Mittelwerthe sehr nahe eben so grofs, wie die 
des sehnigen. 

Femer sind die Sorten Nr. 8, 9 und 17 als Holzkohlen- Eisen, 

Nr. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13 und 19 als Cokes-Eisen be- 

zeichnet, wahrend Nr. 18 mit Holzkohlen und Cokes bereitet war. 

Die Mittelwerthe der Festigkeit dieser drei Gattungen verhalten sich, 

wie 

1 : 1,034 : 0,909 

Diese Unterschiede sind theils geringer, theils aber stellen sie sich 
noch unregelm&fsiger heraus, als die firt&heren. 




V 



Ill 

Dagegen zeigen sioh in verschiedenen Proben derselben Eisen- 
sorten DifEerenzen, die viel grdfser, als die vorstehenden sind, so 

in der Sorte Nr. 4 20000 : 24727 == 1 : 1,236 
in der Sorte Nr. 5 U490 : 19910 = 1 : 1,374 

Hiemach rechtfertigt es sich gewifs, dafs die sfimmtlichen Ver- 
suche gemeinschafllich behandelt sind. Die Summe aller Gewichte, 
unter denen die Cylinder zerrissen, betragt 864378 Pfd. and die Zahl 
der Versuche 49. Der mitUere Werth der absoluten Festigkeit stellt 
sich also auf 17640 Pfd. Sucht man die Differenzen zwischen die- 
sem Werthe und den einzelnen Beobachtungs-Resultaten, und qusir 
drirt dieselben, so findet man die Summe der Fehlerquadrate gleich 
286 742 000. Hieraus ergiebt sich der wahrscheinliche Fehler (§ 30) 
sehr nahe gleich 1650 Piund. 

Nunmehr l&fst sich auf die Festigkeit eines Stabes schlieisen 
der im Querschnitt 1 QuadratzoU h&lt, dessen L&nge aber wie bei 
den Proben nur 2 Zoll mifst. Der Querschnitt des einzelnen Cylin- 
ders war 0,307 QuadratzoU. 3,26 derselben bilden also einen Zoll. 
Der Mittelwerth ftir die absolute Festigkeit dieses Stabes ist demnach 

3,26 . 17640 = 57 500 Pfd. 

Den entsprechenden wahrscheinlichen Fehler findet man in glei- 
cher Weise, wie den wahrscheinlichen Fehler der Lange einer Linie, 
die durch mehrfaches Ausspannen der Kette gemessen wurde. Ist 
die Linie nmal so grois, als die Kette, und der wahrscheinliche 
Fehler des einzelnen Kettenschlages gleich to, so ist der wahrschein- 
liche Fehler der ganzen Linie gleich tv yn. Eben so ist der wahr- 
scheinliche Fehler in der Bestimmung des Stabes von 1 QuadratzoU 

Querschnitt gleich 

1650^3,26 = 5980 Pfd. 

Der Einflufs, den verschiedene L&ngen auf diese Bestimmungen 
haben, ist nicht so einfach zu bezeichnen. Die Mittel werthe der 
Festigkeit &ndem sich dabei nicht, aber wohl fragt es sich, ob der 
wahrscheinUche Fehler bci l&ngern und kttrzeren St&ben derselbe 
bleibt. Dieses wtkrde gewifs eben so wenig, wie bei jener Linie der 
FaU sein, wenn der ganze Stab sich aus so verschiedenen kurzen 
Stttcken zusammensetzte, wie bei den Yersuchen angewendet wurden. 
Der wahrscheinUche Fehler filr einen Stab yon 1 Fufs Lftnge wOrde 
alsdann, da die Proben nur 2 ZoU lang waren, gleich 

2980 ye = 7300 Pfd. 

sein. Eine so starke Abwechselung ist zwar nicht wahrscheinUch, 
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da der einzelne Stab in seiner ganzen L&nge nahe ans demselben 
Material besteht und unter gleichen Umstfinden durch die Walzen 
gegangen ist, er hat also voraussichtlich eine gleichm^sigere Textur. 
Dagegen darf man aber nicht unbeachtet lassen, dafs in den dtinnen 
Staben, die zu den Proben verwendet warden, die Fehler sich viel 
leichter erkennen liefseu, und daher im AUgemeinen gleichm&rsigere 
Stilcke als bei der Verwendung im Grolsen, benutzt wurden. Um 
hierauf einigermaafsen Rilcksicht zu nehmen, wird der so eben ge- 
fundene Werth des wahrscheinlicfaen Fehlers beibehalten. 

4 

Eommen in der Construction, die man beabsichtigt, St&be von 
grSfserem Querschnitt und grofserer L&nge vor, wie so oft geschieht, 
so wird der wahrscheinliche Fehler der Festigkeit auf den einzelnen 
Quadratzoll bei der Vermehrung des Querschnittes sich vermindem, 
bei der grdfsern LSnge aber, da diese leicht verschiedene Texturen 
umfafst, sich vergrofsern. Ein genaueres Eingehn in diese Verhfilt- 
nisse ist im AUgemeinen unthunlich, da die jedesmalige Sorgfalt in 
der FabrikatioD hierauf grofsen Einflufs hat. Es mag daher ange- 
nommen werden, dafs beide Aenderungen des wahrscheiolichen Feh- 
lers sich aufheben, also ftir jedes Stdck die absolute Festigkeit ftLr 
den Quadratzoll gleich 57500 Pfd. und der wahrscheinliche Fehler 
dieser Bestimmung gleich 7300 Pfd. sei. 

Kunmehr kommt es darauf an, den Grad der Sicherheit, die 
man erreichen wiU, festzustellen. In manchen F&Uen wird ' es genQ- 
gen, hierfhr die Orenze so zu bestimmen, dafs man 1 gegen 1 dar- 
auf wetten kann, dafs unter 1000 Sttlcken nur eins zerreifst.' Han- 
delt es sich aber um eine Construction, wobei eine grofse Anzahl 
solcher einzelner Stflcke vorkommen, so ist dieses o£Penbar nicht ge- 
ntkgend, und man wird minde^itens fordem mtlssen, dafs dieselbe 
Wette tHr 10000 Stftcke gilt. 

Ist vorstehende Frage beantwortet, also beispielsweise die zu- 
lAssige Wahrscheinlichkeit des Br aches auf 0,0001 bestimmt, so l&fst 
sich aus der Tabelle im Anhange C leicht die entsprechende Be- 
lastung auf den Quadratzoll Querschnitt finden. 

Dem Werthe Tr=a 0,0001 entspricht n=i5,52. Man mufs also 
(§ 32) von dem Mittelwerthe 57500 das n fache des wahrscheinlichen 
Fehlers abziehn, um die Wahrscheinlichkeit eines Bruches auf das 
geforderte Maafs zurQckzufbhren. Die zul^sige Belastung darf da- 
her nur betragen 

57500 — 5,52 . 7300 = 18200 Pfd. 

Wenn dieses Maafs der zulftssigen Belafitung beinahe das dop- 
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pelte von demjenigen ist, welches man bei Eisen^Constructionen zu 
w&hlen pfiegt, und von dam man wohl annehmen darf, dafs es durch 
vielfache Erfahrungen ungefahr best&tigt wird, so rtihrt dieses vor- 
zngsweise davon her, dafs man sich nicht nur gegen ein sofortiges 
Zerreifsen sichern will, worauf sich die hier zum Grande gelegten 
Versuche beziehn, sondem dafs man schon Ausdehnungen vermeiden 
muTs, welche die Elasticitats-Grenze tiberschreiten, die abo in spar 
terer Zeit einen Bruch veranlassen konnten. 

Dieses Beispiel ist nur deshalb gew&hlt, weil es eine grofse 
Anzahl von unmittelbaren Messimgen umfafst, w&hrend in sonstigen 
Yeroffentlichungen ahnlicher Beobachtungen nur die Aiittelwerthe 
mitgetheilt werden, welche fiber die vorgekommenen und zu erwar- 
tenden Abweichungen , also tlber die Grdfse der wahrscheinlichen 
Fehler, gar keinen Aufschlufs geben. Die vorstehende Rechnung 
soil nur zeigen, wie die Untersuchung zu fOhren ist, sobald zahl- 
reiche Beobachtungen vorliegen. 

§37. 

Es mag noch von der Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung auf einige der gewdhnlichsten F&lle beim Feld- 
messen die Rede sein. 

Man habe in einem Dreiecke, das man bei der m&fsigen 
L&nge seiner Seiten als ein ebenes ansehn kann^ die drei Winkel 
gemessen, aber in Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler sei 
die Summe derselben nicht, wie sie sein soUte 180 Grade, sondem 
um die Grdfse fA geringer, woher die gemefsnen Winkel 

a-h6-+-c= 180^-/14 
Es sind also gewisse Verbesserungen dabei anzubringen, die mit a, 
P und y bezeichnet werden, und deren wahrscheinlichste Werthe 
man sucht, w&hrend man weifs, dafs 

folglich 7' = i^ — « — P 

dy^ — da — d/? 
Die wahrscheinlichste Annahme ist, dafs die Summe der Qua- 
drate der Fehler ein Minimum darstellt, woher 

2ada-\-2pdp+2ydy=0 
und wenn man den gemeinschaftlichen Factor 2 fortlafst und flir y 
und dy die vorstehenden Werthe einfiihrt, so ergiebt sich 
2ada + 2l3dfi-had/} + fida — fAda — fjid/} — 

8 
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Indem P und cr, and sonach auch die Differenziale derselben tod 
einander unabh&ngig sind, so mafs die Summe der Glieder, die da 
als Factor enthalten an sich gleich Null sein, und dasselbe gilt auch 
von denen die dp zum Factor haben. Die Gleicbung zerf&llt also 
in zwei andre, n&mlich 

und 



Hieraus ergiebt sich 

und 

und daraus endlich auch 



I3 = lf^ 



y = lf^ 



Die wahrscheinlichsten Werthe der anzubringenden Verbesse- 
rungen erh&lt man sonach, wenn man die Differenz der Summe der 
gemessnen Winkel gegen 180 Grade in drei gleiche Theile zerlegt 
und jedem Winkel einen solchen Theil zusetzt, oder von demselben 
abzieht. Dieses Verfahren ist jedoch nur in dem Falle das richtige, 
wenn man sich bewufst ist, alle drei Winkel mit gleicher Sorgfalt 
und unter gleich gOnstigen fiufsern UmstHnden gemessen zu haben, 
so dais die wahrscheinlichen Fehler dieselben sind. Die Sicherheit 
der Messung eines Winkels ist im AUgemeinen von der Grdfse 
desselben unabh&ngig, die Yerh&ltnisse sind also wesentlich 
verschieden von den LS,ngenmessungen , bei denen der wahrschein- 
liche Fehler mit der L&nge zunimmt. Es kann indessen leicht ge- 
schehn, dafs einer jener drei Winkel in Folge ftufserer Umstande 
mit bedeutend grdfserer oder geringerer Genauigkeit als die andem 
bestimmt wurde. Dieses w&re zum Beispiel der Fall, wenn man 
von einem Punkte aus sehr nahe gegen die Sonne visiren muTste, 
und deshalb das Femrohr oder die Alhidade nicht so scharf einstel- 
len konnte. Man mufs alsdann die Grdfse des betreffenden wahr- 
scheinlichen Fehlers vergleichungswcise gegen die der tlbrigen Mes- 
sungen sch&tzen. Wenn also beispielsweise die Genauigkeit in der 
Messung des Winkels a nur halb so grofs, oder der wahrscheinliche 
Fehler doppelt so grofs angenommen wird, wie bei 6 und c, so wllrde 
man die Bedingung haben 

a-h2m-4-6-hm-4-c-Hifi=180« 
und 

2m + m -H »» = 4m = ^ 
woher 
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und die wahrscheinliohste Verbesserung von a, also a, =s ^fi und die- 
jenigen von b und c, also /3 und ^, = ijE«. 

Genau dasselbe Yerfahren findet auch Anwendung, wenn man 
die 8&mmtlichen Winkel eines Polygons gemessen hat. Hat die- 
ses n Seiten, so betr&gt die Summe der Winkel (n — 2) 180 Grrade. 
Ergiebt die Messung dafiOr einen um /i grdfseren oder geringeren 
Werth, so wird unter der Voraussetzung einer gleichen Scharfe in 
alien Messungen die wahrscheinliohste Verbesserung eingefilhrt, wenn 

man jedem Winkel — fi zusetzt, oder ihn um diese Quantit&t ver- 

it 

mindert. 

Hfiufig kommt es vor, namentlich wenn die Lage des Stations- 
Punktes gegen andre bekannte Punkte bestimmt werden soU, die 
rings um den Horizont zerstreut liegen, dafs man die Winkel 
zwischen je zweien zunfichst liegenden Punkten mifst. 1st dieses 
geschehn, so dafs man wieder zu dem ersten Punkte gelangt ist, so 
soUte. die Summe der s&mmtlichen Winkel 360 Grade betragen. 
Findet man dabei aber einen Ueberschufs von der Grdlse fi^ so ist 
derselbe gleichfalls in der beschriebenen Art auf aUe Winkel zu 
vertheilen. 

Benutzt man dagegen nur eine geringere Anzahl von Punkten, 
deren Richtungen nicht weit von einander abweichen, so wfthlt man 
gewohnlich zur Controlle das Verfahren, dafs man zuerst die Win- 
kel zwischen je zwei zun&chst liegenden Punkten, und sodann den- 
jenigen zwischen dem ersten und letzten Punkte mifst. Dieser Win- 
kel mtlfste der Summe der ersteren gleich sein, wenn er aber um /< 
grdfser oder kleiner ist, so ergeben sich die wahrscheinlichsten Yer- 
besserungen in derselben Art, wie bei den Dreiecks-Winkeln. Ge- 
setzt, dafs es sich nur um 3 Punkte A^ B und C handelt, und man 
habe zwischen A und B den Winkel =a, zwischen B und C den 
Winkel = 6, zwischen A und C den Winkel c gemessen, so sollte 

sein, doch sind die Beobachtungsfehler Yeranlassung, dafs man 

gefiinden hat. Yerbessert man nun die drei Winkel a, 6 und c, in- 
dem man sie um a, /9 und y yergr5fsert, so mufs um die wahren 
Werthe darzustellen 

sein, oder 

8* 
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Die wahrscbemlichste Voraussetzung ist aber, dafs 

a« + ^« + y» 

ein Minimum, oder das Differenzial dieser Summe gleich Null ist. 
Diese Bediagung fiihrt eben so, wie frfther zu den beiden Glei- 
chungen 







2a+ /?- 


- (* — 





und 














a + 2/S 


— f* — 





und hieraus 6ndet 


man 


« = 


1/* 




■ 
• 


• 


/?«= 


}/* 




I 




y-a. 


-It* 





Bei L&ngen-Messungen ist das Verh&Itnifs insofem wesent- 
lich ein anderes, als der wahrscfaeinliche Fehler bei l&ngeren und 
ktlrzeren Linien nicht mehr derselbe bleibt, vielmehr bei den erste- 
ren grdfser ist, als bei den letzteren. § 31 wurde schon nachge- 
wiesen dafs dieser Fehler gleich u>ya ist, wenn to der wahrschein- 
liche Fehler der Maafs-£mheit und a die L&nge derLinie bedeutet. 

Beispielsweise sei die Entfernung zweier Punkte A und D sehr 
genau bekannt, indem sie vielleicht Winkelpunkte einer sorg&ltig 
ausgefthrten trigonometrischen Operation sind. Steckt man alsdann 
in der durch sie gegebenen geraden Linie zwei Zwischenpunkte B 
und C ab, und mifst mit der Kette die Entfernungen AB^ BC und 
CI>, die mit a, 6 und c bezeichnet werden, so sollte die Summe 
derselben der bekannten Entfernung AB gleich sein. Weicht diese 
indessen von jener urn fc ab, und ist man tiberzeugt, dafs der Fehler 
vorzugsweise in der letzten Messung Kegt, indem die erstere, ver- 
gleichungsweise zu dieser, unbedingt als richtig angesehn werden 
kann, so entsteht die Frage, in welcher Weise man den bemerkten 
Fehler (i mit der grdfsten Wahrscheinlichkeit auf die drei kftrzeren 
Linien vertheilen soil. 

Wenn ein richtiges Maafs benutzt wurde, so sind die Fehler 
von a, b und c eben so leicht positiv, wie negativ und heben sich 
daher zum Theil auf. Jenes /i ist aber nur die Differenz zwischen 
defn positivefn tind negativen Fehlern und gestattet kein Urtheil fiber 
die absolute Or5fse derselben. Dagegen ist die wahrscheinlichste 
Voraussetzung, die man unter diesen Verh&ltnissen machen kann, 
die Einfbhrung der Bedingung dafs die anzubringenden Correctionen 
a, p und y den wahrscheinlichen Fehlern der einzelnen Linien pro- 
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portional sind. Man bat alsdann, wenn to der wahrsoheinliohe FeUer 
in derMessung der Langen-Einheit isi, die wahrscheinlichen Fehler 

von a gleich to ya 

von b - u>yb 

von c - wye 
also 

a =ss m tr ^a 

fissstntoyb 

y=:mfcyc 

wo m einen unbekannten Factor bedeutet. AuTserdem ist 

« + /?-+- ;' = iM = miD (ya ^yb-h yc) 
folglich 



IfltOss 



ya-hyb-h- yc 

und hieraus ergeben sich die anzubringenden Verbessemngen 

fxya 



a 



p = 






]/a-{-}/b + yc 
I* ye 



ya+ yb-\-ye 

Die Zeichen von <r, ft und y sind aber jedesmal einander gleich und 
so zu w&hlen, dafs dadurch die bemerkte Differenz ^ aufgehoben 
wird. 

Wesentlich verschieden ist das Resultat, wenn die bemerkte 
Differenz nicht sowol auf der Verbindung zuf&Uiger Fehler beruht, 
die eben so gut positiv, wie negativ sein kdnnen, als vielmehr auf 
einem unrichtigen MaaTse, das bei den partiellen Messungen benutzt 
wurde. In diesem Falle sind die einzuftQirenden Verbessemngen 
nicht mehr den Quadratwurzeln der Lfingen, sondem den L&ngen 
selbst proportional, also 

(la 



a-4- 6 -I- c 



u. 8. w. 



§38. 

Beim Vermessen eines Grundstdckes pflegt man mit der Auf- 
nahme der Grenzen desselben den Aufang zu machen. Man 
geht von einem beliebigen Grenzpunkte aus^ also vom Punkte A^ 
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mifst die Richtnng der n&clisten Grenzlinie AB mil der Boussole 
und ihre Lfinge mit der Kette, geht alsdann zur Grenzlinie B C Qber 
und so fort, bis man wieder zu dem Anfangs-Punkte A gelangt. 
Beim Auftragen der Richtungen und LS,ngen der Linien mtlfste man, 
wenn alles genau gemessen und aufgetragen w&re, einegeschlofsne 
Figur darstellen. Wegen der unvermeidlichen Fehler ist dieses 
aber fast niemals der Fall, und geschieht nur, wenn die Fehler zu- 
f&Uig sich gegenseitig aufheben. Ist der Abstand des Schlufspunktes Z 
von dem Anfangspunkte A sehr grofs, so mufs nattkrlich die Opera- 
tion wiederholt werden, um die ndthige Genauigkeit zu erreichen, 
bei geringen Abweichungen geschieht dieses aber nicht, doch muTs 
man, um die Figur zum Schlusse zu bringen, die wahrscheinlichsten 
Verbesserungen in der Lage der einzelnen Winkelpunkte einfidiren. 



jv:.. 




._i.-. 



Der Abstand der beiden Punkte A und Z von einander sei 
gleich Q. Man ziehe durch A die Linie AN senkrecht gegen AZ^ 
und indem man dieselbe zur Abscissen -Linie annimmt, f&Ue man 
auf sie aus alien Winkelpunkten die Ordinaten BG^ CH^ D/und EK. 
Indem die Linie ZA=sg gleichfalls auf AN senkrecht steht^ so hat 
sich in den Abscissen AG^ AH^ il/ u. s. w. kein Fehler zu erkennen 
gegeben und es liegt sonach keine Yeranlassung vor, in diesen ir- 
gend welche Aenderungen einzufUhren. Dagegen bedtlrfen die Or- 
dinaten gewisser Verbesserungen damit der Punkt Z m A fallt 
Nennt man die H5he um welche der Punkt B zu heben ist ju, die 
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Hohe fbr den Punkt C dagegen v — /u, eben bo n — v diejenige io 
Betreff des Punktes D u. s. w., so dafs also ^, v^ n . . . die Hohen 
bezeichnen, urn welcbe jeder Punkt starker als der vorhergehende ge- 
hoben werden muTs, so hat man die Bedingung 

jM + V -f- ^ -f- • • • = p 

Wollte man aniserdem die Bedingung einfilhren, dafs 

iii' + v' -H 71* -h • • • 

ein Minimum sein soil, so wtkrde man diese s&mmtlichen Abweichun- 
gen als gleich wahrscheinlich betrachten, was nicht richtig ist* Je 
l&nger namlich eine Seite ist, um so grdfser wird ihr Einflufs auf 
die Hebung des nachsten Grenzpunktes, und dasselbe geschieht auch, 
wenn ihre Ricbtung sich der Abscissenlinie nEhert. Dabei ist aber 
zu bemerken dafs jede partielle Hebung /ci, v, . • . von den in der 
vorhergehenden Messung begangenen Fehlern ganz unabh&ngig ist, 
wenn man, wie vorausgesetzt wird, die Richtungen der Seiten mit 
der Boussole bestimmt hat. Waren dagegen mittelst eines andern 
Instrumentes die Winkel zwischen je zwei Seiten gemessen worden, 
so wtbrden in Folge eines in der ersten Messung begangenen Fehlers 
schon die Richtungen aller folgenden Seiten ver^dert werden, und 
sonach h&tten die Fehler der ersten Winkelmessungen viel grdfseren 
Einflufs auf das Resultat, als die der spateren. 

Die Winkel zwischen den Seiten und der Abscissen-Linie wer- 
den stets von der letzteren ab und in gleicher Richtung gemessen, 
man nenne sie a, /?,;",.. . Dieselben sind gleich den an der Bous- 
sole abgelesenen Winkeln, weniger dem Winkel, den die Abscissen- 
Linie mit dem magnetischen Meridian macht. Die an jenen Win- 
keln anzubringenden Correctionen bezeichne man mit a', /S', /, . • • 
die Seiten dagegen mit a, 6, c, . . . und die Verbesserungen dersel- 
ben mit a', 6', c\ 

Die am ersten Winkelpunkte oder in der Ordinate BG anzu- 
bringende Yerbesserung ist demnach 

fAssz(a + a') Sin(a -H a') — a Sina 
Indem a' sehr klein ist, so kann man Sina ^ a' und Cosa-ssl 
setzen. Aufserdem verschwindet dasjenige Glied, welches die beiden 
Verbesserungen a! und a' als Factoren enih^t. Hierdurch wird 

(A^a f - Sina -f- a' Cosa j 

£s kommt darauf an, das Verh^tnifs zwischen — und ci fest- 
er 
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zustellen. Bei Anwendung der Eette und der Boussole ist der Fehler 
der Langen im Allgemeinen viel geringer, als derjenige der WinkeL 
Der Fehler der letzteren setzt sich n&mlich aus vielen sehr verschie- 
denen Fehlern zusanunen. Die tSglichcn SchwankangeD in der De- 
clination der Magnetnadel betragen in Berlin regelmftfsig 15 bis 16 
Minuten und (kbersteigen nicbt selten 20 Minuten*). Die grd&ten 
Abweichungen in ostlicher und westlicher Richtung treten aber ge- 
gen 8 Uhr Mbrgens und 12 Uhr Mittags ein, sie fallen also in Ta- 
geszeiten, die bei Messungen immer benutzt werden, und sonach 
werden die hierdurch veranlafsten Fehler vollstandig eingefthrt. 
Die n&chste Ursache zu ungenauen Winkelmessungen ist das Spie- 
len und Zittem der Nadel, welches bei unruhiger Luft gar nicht 
aufhort. Dazu kommen noch verschiedene andre Fehler -Quellen, 
die bei der nothwendigen Einfachheit des Instrumentes sich nicht 
beseitigen lassen. Hiemach stellt sich der wahrscheinliche Fehler 
der einzelnen Messung wenigstens auf 15 Minuten. Ware beispiels* 
weise die Linie AB 115 Ruthen lang, so wQrdQ dieser Fehler den 
Punkt B schon um eine halbe Ruthe versetzen. Der wahrschein- 
liche Fehler in der Langen -Messung aui gtlnstigem Terrain be- 
schr&nkt sich dagegen, bei gehoriger Vorsicht im Ausspannen der 
Eette, woran es gewdhnlich nicht fehlt, etwa auf zwei 2 ZoU ftr 
die Eettenl&nge von 5 Ruthen. Er betragt daher auf 115 Ruthen 
nicht mehr als 2 y23 = 9,6 Zoll oder 0,067 Ruthen , alao nur etwa 
den achten Theil des ersten Fehlers. Je langer aber die Linie ist, 
um so grdfser stellt sich der Unterschied zwischen beiden Fehlern 
heraus. 

Mit Rticksicht auf den Umstand, dafs es sich hier nur um die 
Ermittelung der wahrscheinlichsten Werthe der einzuf&hrenden Cor- 

rectionen handelt, so rechtfertigt sich die Yoraussetzung, dafs - ge- 

Cv 

gen o' verschwindet, also das erste Glied fortf&Ut. Man hat dem- 
nach 

V— ftOos/?./? 

n^s, cOosy • / 
Die ersten Factoren dieser Ausdrficke, n§,mlich a Cos a, bCos/9, ... 
sind nichts andres, als die Linien AG^ GH^ HI, IK und so weiter, 
also die Projectionen der Seiten a, b, c . . . auf die Abscissenlinie. 
Die Werthe derselben sind positiv, weil die in den Punkten A, B, C 



*) Poggendor£r8 Annalen Band 37. Seite 552, 
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gemessnen Winkel a, /?, y "^^ ^^^ ersten, oder in den vierten Qua- 
dranten fallen, sobald jedocb die Seiten des Polygons sich rttckw&rto 
wenden, wie nach der Figur in D geschiebt, so fallt der betreffende 
Winkel in den zweiten oder dritten Quadranten, sein Cosiniis ist 
folglich negativ und die Projection IK mufs daber in entgegenge- 
setzter Ricbtung, das beifst auf die linke Seite von / aufgetragen 
werden. Dasselbe gescbiebt mit den Projectionen aller Seiten, die 
sicb demAnfangs-Punkte zuwenden. 

Man bat nunmebr die Bedingnngs- Gleicbung 

Q SB a Cos a • a + 6 • Co8/?« /? -+- c • Cos/ •/-!-•• • 

also wenn dieselbe di£Perenzirt wird, indem nur a', 
/?,/'... variabel sind 

Osasa •Cosa •(<»'+&• Cos/? •d/^+c* Cos /•d/H — 

Q AuTserdem sollen die Quadrate der Ver&nderungen 

a\ /9', / . . . ein Minimum sein, oder die Summe 
von a!da\ /?'d/5', y'dy' ... gleicb Null. Diese Pro- 
ducte beziebn sicb aber auf die L&ngeneinbeit, sie 
treten also in derselben Anzabl auf, wie die entr 
sprecbenden Factoren a Cos<y, 6 Cos/? . . . Einbei- 
ten entbalten. Hieraus ergiebt sicb 

ff OssaCosa»a'da"\'bCoSt*{»fS'd^^cCo8yydy-h-- 

dividirt man diesen Ausdruck durcb a' und ziebt 

J ibn von dem vorbergebenden Ausdrucke ab, so 

verscbwinden die ersten Glieder und man erb&lt 

0=(l— J)6Co8/9dy5' + (l — QcCos/d/H 

Die Vertoderungen von /? und y' sind aber unab- 
b&ngig von einander und sonacb mufs jedes Glied 
fbr sicb gleicb NuU sein, also 

1 — S-«=0 oder /yaaa' 

1— ?^, = oder /aasa' 
a 

und so fort. 

Die sftmmtlicben Winkel a, /?,;".. . mi&ssen 

also um gleicbe Quantit&ten ge&ndert werden, und bier- 

aus ergiebt sicb eine sebreinfacbe Construction um die 

in Jedem Winkelpunkte anzubringende Verbesserung 

darzusteUen. Die nebenstebende Figur zeigt dieses. 
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Man trggt auf eine Linie AN die Projectionen AG, GH, HI^ IK and 
KA auf und zwar alle in derselben Richtung. Auf den Endpunk Z 
errichtet man eine Senkrechte der man die Lange q giebt. Das obere 
Ende dieser Linie verbinde man mit dem Punkte A^ alsdann ergeben 
sich die Grofsen der an jedem Endpunkte des Polygons anzubrin- 
genden Verl^gerungen der Ordinaten, aus den Senkrecfaten die man 
in der letzten Figur von 6, ff, / und K aus bis zu der scbrSgen 
Linie gezogen hat. Die in Z errichtete Senkrechte ist aber q gleich, 
und sonach ffillt durch diese Verbesserung der Endpunkt Z in den 
Anfangs-Punkt A. Die sSmmtlichen Verbesserungen haben aber 
gleiche Zeichen. 

§39. 

Von grofser Wichtigkeit ist beim Feldmessen die Ldsung der 
sogenannten Pothenotschen Aufgabe, wodurch namlich die Lage 
eines Stations -Punktes bestimmt wird^ indem man von demselben 
aus die Winkel zwischen andern bekannten Punkten mifst. Geschieht 
diese Messung mit der Boussole, so genQgen schon zwei be- 
kannte Punkte, die nicht mit dem Stations -Punkte in derselben ge- 
raden Linie liegen. Sobald indessen sich Gelegenheit bietet, noch 
nach mehreren bekannten Punkten zu visiren, so wird dadurch nicht 
nur eine sichere Controlle moglich, sondem die Fehler in der Mes- 
sung lassen sich alsdann auch zum Theil beseitigen und das Resul- 
tat dadurch berichtigen. 

Wenn man nach n Punkten visirt, so erhUlt man eben so viele 
Richtungslinien, welche den unbekannten Stationspunkt schneiden 
wtirden, falls keine Fehler vorgekommen wSren. Da Letztere nicht 
zu vermeiden sind, so bilden sich im Allgemeinen 

l-h2 + 3-i-4-t-- • --hn— 1 
Durchschnitts- Punkte, die mehr oder weniger aus einander liegen, 
von denen aber auch einzelne zufMIig zusammentreffen k5nnen. Ge- 
schieht Letzteres so mufs man einem solchen Doppel- Punkte den 
doppelten Werth der tlbrigen beilegen. 

Die wahrscheinlichste Lage des Stations -Punktes stimmt kei- 
nesviregs mit dem Schwerpunkte der sEmmtlichen Durchschnittspunkte 
fiberein, selbst wenn man den letzteren gleiche Gewichte beilegt. 
Dieses wtlrde freilich der Fall sein, v^enn alle Festpunkte, nach de- 
nen man visirt, gleich weit entfemt w&ren. Die Bedingung ist aber, 
dafs die Summe der Quadrate der Verbesserungen der Winkel ein 
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!&Gnimum sein soli, und da eine gleiche Entfemung von der Yisir- 
Knie nach einem nahen Punkte den Winkel in hdherem Grade ver- 
Sndert, als nach einem weiter abliegenden, so sind bei der Bestim- 
mung der wahrscheinlichsten Lage auch die Entfemungen zu be- 
rficksichtigen. Durch eine einfache Construction l&fst sich die Auf- 
gabe nicht l5sen, wenn man daher keine eingehende Rechnung an- 
stellen will, so wird man sich mit einer ungefahren Sch&tzung be- 
gntlgen. Man mufs alsdann den Stationspunkt so wahlen, dais kei- 
ner der Winkel eine bedeutende Veranderung erfUhrt, wahrend es 
mehr gerechtfertigt ist, an einer grofseren Anzahl von Winkeln kleine 
Aenderungen einzufiihren. 

Sobald es sich urn eine genauere Messung handelt, wird man 
weder die Winkel mit der Boussole messen, noch anch mit geome- 
trischen Constructionen sich begntkgen dArfen, vielmehr ist alsdann 
die Rechnung nicht zu umgehn. Die Methoden, wonach man 
aus den zwei Winkeln, die zwischen drei ihrer Lage nach bekann- 
ten Punkten gemessen sind, den noch unbekannten Stations -Punkt 
bestimmt, dtLrfen hier nicht wiederholt werden. Es fragt sich nur 
wie man die wahrscheinlichste Lage dieses Punktes findet, wenn 
von ihm aus die Winkel zwischen mehr als drei bekannten Punkten 
gemessen wurden. In diesem Falle ist es am bequemsten, zun&chst 
Naherungswerthe einzufthren, und alsdann die wahrscheinlich- 
sten Correctionen derselben zu ermitteln. Man erreicht dabei den 
nicht unwesentlichen Yortheil dafs man die hdheren Potenzen jdieser 
Correctionen vernachl&ssigen kann. 

Die bekannten Festpunkte sind gemeinhin durch Coordinaten 
gegeben, welche sich auif den Meridian beziehn. Indem man nShe- 
mngsweise die Coordinaten des Stationspunktes X und Y einftihrt, 
so kennt man auch die Richtung des durch denselben gezogenen 
Meridians und kann den Azimuthal -Winkel jedes Festpunktes be- 
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rechHcn. In der beistebenden Figur sei A einer dieaer Punkte. 

Seine bekannten Coordinaten seien x und y^ wahrend nacb den 

angenommenen Coordinaten der Stations -Punkt in C liegt. Als- 

dann ist 

il£ = y— r«=rSina 

£C = a?— X = rCo8a 
folglich 

und 

^y — y ? -zJ^ 

Sin a Cos a 

Der in dieser Weise berechnete Winkel a wird Ton dem ge- 
mefsoen Winkel fi etwas abweichen, und es kommt darauf an, die 
angenommenen Coordinaten X und Y durch E^fikhrung der Vei^ 
bessemngen x und y' so zu §ndern, dafs der Stationspunkt Ton C 
nach einem solchen Punkte D rQckt, bei dem der Winkel ( die 
Eigensehaft besitzt, dafs mit RCkcksicht auf alle benuta^ten Festpunkte 
die Summe der Quadrate /9 — 6 ein Minimum wird. AuTserdem i^t 
aber anch die Lage des Meridians fOr den Stationspunkt noob UQ- 
sicber, daher ist ftkr diesen Winkel eine unbekannte Aenderung ein- 
auftihren, die gleich %p sei. Der wirklicb gemefane Asimuthal -Win- 
kel ist demnach /? + Y^. 

Man drCleke nunmehr den Winkel ADF oder 6 durcb die ein- 
geft&hrten Correctionen aus 

"^ rCosa— »' 

femer hat man den Winkel (jp, unter dem die Linien CA und DA 
sich schneiden 

folglich 

tans 6 — tanira 

tang op = z f i— -^ — 

°^ 1 + tango •tanga 

und nach Einffthrung des vorstehenden Werthes von tangb 

a?' • Sina — y' Cos a 
*«°gy = r-a;'Co8a-y'Sma 

Indem man voraussetzen darf, dafs die N&herungswerthe X und 
Y nahe die richtigen sind, so sind die Correctionen x' und y' ver- 
gleichungsweise gegen die Linie r verschwindend klein, und man 
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hat daher, wenn auch der sehr kleine Wmkcsl qp Bait aeitter Xaqgenie 

verwechselt wird, 

Sina , Oosa , 

Durch diese Verbesserung wird ^er berechnete Winkel 

Sin a , Cos a , . 

6 sBs a H X y 

r r 

Der beobachtete Winkel ist aber 

imd die Differenz zwischen beiden 

^ . Sin a , Cos a , 
y9 — a es — v^ H X y' 

Dieser Au^druck hat die Form, welche die Anwendung der 
Methode der kleinsten Quadrate fordert, indem jede der drei Unbe- 
kannten t/', x' und y als Factor eines Gliedes auftritt. Ob man 
aber hiemach unmittelbar die Rechnung vomehmen darf, oder zu- 
n&chst eine Aenderung einf&hren mufs, hangt von der Art der Wili- 
kelmessung ab. Es tritt n&mlich ein wesentlicher Unterschied in 
der Yertheilung der Fehler ein, jenachdem man entweder jnit einem 
Spiegel - Sextant oder einem Repetitions -Kreise die Winkel zwischen 
je zwei zunftchdt liegenden Festpunkten miiiBt, oder ob man an einem 
Kreise, ohne die Stellung desselben zu verSndem, nach und nach 
gegen alle Festpunkte visirt und die betreffenden Winkel abliest. 
Wfire das Erste der Fall, so dflrfte man den vorstehenden Ausdruck 
nicht benutzen, weil man alsdann die gemefsnen Winkel summiren 
mfifste, und der im ersten Winkel begangene Fehler zu alien folgen- 
den hinzutrSte, w&hrend der Fehler des letzten Winkels nur einmal 
in die Rechnung eingeftlhrt wtlrde. Diese Art der jMessung bedarf 
daher noch einor Umformung des vorstehenden Ausdruckes. 

Zwischen zwei Punkten sei der Winkel /? gemessen , w&hrend 
die berechneten Azimuthe a und a\ und die Entfemungen des Punk- 
tes il Yom Stations -Punkte r und r' sind. Alsdann ist nach den 
vorstehenden Entwickelungen der durch Rechnung gefiindene Win- 
kel zwischen beiden Punkten gleich 

/«' »\i(^^^^' ^^\^^ /Cosrf Cosa\ , 

wobei die Correction \f> augeoscheinlich fortfiUIt. Der gegsn die 
MeBsung Qbrig bleibende Fehler ist daher 

. , /Sina' Sin«\ / Cobo' GoboX. 
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem § 17 gegebenen, so ist 

Sin al Sin a 

a= — J 

r r 

Cos a! . Cos a 



6 = — 

w&hrend die gesuchten Unbekannten x^ und y' den r und « ent- 
sprechen. 

Als Beispiel mag eine Messung erwS.hnt werden, die ich zur 
Bestimmung eines Punktes in der N&he von Pillau einst ausAlhrte. 
Nach frtkheren Messungen von Bessel waren die Coordinaten des 
Leuchtthurmes von Pillau, des Thurmes von Brandenburg, des Schlos- 
ses Balga, des Thurmes von Heiligenbeil und des Thurmes von 
Braunsberg bekannt. Wenn der Pillauer Leuchtthurm als Anfangs- 
punkt des Coordinaten -Systems angenommen wurde, so war 
fUr Brandenburg x=— 766,55 y = + 6087,52 

Balga x = — 2548,56 y = -h 1305,80 

Heiligenbeil a: = — 5286,47 » = + 793,41 

Braunsberg j? = — 7618,77 » = — 1188,43 

Die X zS,hlen in der Ricbtung des Meridians von Sliden nach Nor- 
den und die y in dem Perpendikel von Westen nach Osten. Beide 
Coordinaten sind in Rheinlandischen Ruthen ausgedrtlckt. 

Ein Eaterscher Ereis wurde auf den noch unbekannten Stations- 
Punkt willktlhrlich aufgestellt und die Richtungen der benannten 
Festpunkte daran abgelesen, n&mlich 

Pillauer Leuchtthurm 246« 55' 30" 

Thurm Brandenburg 309<> 14' 30" 

Schlofs Balga 2« 41' 30" 

Thurm Heiligenbeil 23« 44' 0" 

Thurm Braunsberg 42'> 6' 15" 

Zur vorl&ufigen Berechnung der Naherungs-Werthe wurden die 

Winkel zwischen Pillau, Brandenburg und Balga benutzt, und hier- 

aus ergab sich 

X=— 192,826 
F = — 125,030 
Unter den beiden oben angefitihrten Methoden zur Berechnung 
der Correctionen mufste die erste gew&hlt werden, weil nicht die 
einzelnen Winkel zwischen je zwei Festpunkten, sondern die Rich- 
tungen der sftmmtlichen Festpunkte gemessen waren. Die Richtung 
des Meridians ergiebt sich unmittelbar aus den vorstehenden Werthen 
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von X und F, bei jener Aufstellung des Instrumentes und nach der 
vorl&ufigen Rechnung fiel namlich der Meridian in den Winkel 

213" 57/ 55",5 

Hiemach sind die f&nf beobachteten Azimuthal winkel in der 
obigen Reihenfolge der Festpunkte 

fi= 32«5r34",5 
= 95M6'34",5 
= 148« 43' 34",5 
= 169° 46' 4",5 
= 188« 8'19",5 

Die berechneten Azimuthal-Winkel stimmen natdrlich Air die 
drei ersten Punkte mit den vorstehenden genau Qberein, f&r Ueili- 
genbeil und Braunsberg sind sie dagegen 

169« 46' 42",4 
und 

188« 8'57",8 

Die Differenzen fi — a sind demnach 

0,0 = 0,0 

0,0 = 0,0 

0,0 = 0,0 
-37",9 = - 0,0001838 
_ 38",3 = — 0,0001856 

indem die Winkel durch die Lftnge der Bogen ausgedrlickt werden. 
Indem die Berechnung der Winkel a bereits zur Bestimmung der 
Entfemungen fQhrte, so sind nunmehr alle bekannten Grdfsen in der 

Gleichung 

a Sin a , Cos a , 

8 — a = — \i)-\ • rr • « 

^ r r 

gegeben^ und mit Bezug auf die § 17 dargesteUte Form hat man 

a = — \ 

- Sin a 
o = 

r 

und 

Cos a 

r 

Ffihrt man fdr jede einzelne Beobachtung die betreffenden Zahlen- 
werthe ein, und bildet die Potenzen und Producte und summirt die- 
selben^ so findet man die Unbekannte 

V/=— 0,00020318 
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oder im Winkel ausgedrQckt 

t^ s» — 41",9 

die Richtung der Nordlinie ist also nm soviel Secunden mehr west- 

lich zu legen, oder sie f&Ut bei jener Aufiitellung des Instnmientes 

auf 

213^ 57' 13",6 

Die Correctionen der Coordmateo sind aber 

0?' ss -h 0,6053 
1^ = 4-0,3357 

woher X und Y sich ver&ndern in 

X=— 192,221 
und 

F= — 124,694 

Berechnet man hiernach aufs Neue die Azimuthal- Winkel, so wei- 
chen dieselben in den ftlnf Beobachtungen von den gemessenen ab 
um 

— r',0 

+ 20",9 

— 3",1 

— 13",5 

— 3",2 

Die Summe der Quadrate dieser Fehler betr&gt 639,91 und man 
findet daraus den wahrscheinlichen Beobachtungsfehler 

w = 12,065 Secunden 
oder im Bogen 

fp= 0,0000585 

Die wahrscheinlichen Fehler in den berechneten Constanten 
sind demnach folgende 

in der Richtung des Meridians . 11,53 Secunden 
in der Abscisse X ..... 0,255 Ruthen 
in der Ordinate Y 0,153 Ruthen 



§ 40. 

Unter den verschiedenen Anwendungen der Methode der klein- 
sten Quadrate verdient eine besondere Erwahnung noch der Fall, 
weim der wahrscheinlichste Werth eines Esponexrten gesucht wird. 
In § 20 aind die hierzn dienenden Methoden bereits mitgeiheilt, docfa 
zeigen sich dabei zuweilen so groise fichwierigkeiten, dafs man yon 
denselben keinen Gebrauch macben kann. 
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Um ein eiiifaches Beispiel dieser Art zxx w&hlen, mag es sich 
um den Ausdruck 

cssrab' 

handeln. Die beobachtete Grdfse c sei der Grdfse a in der ersten 
Potenz proportional, eie werde aufserdem aber auch durch die Ordfse b 
becUngt, von der es jedoch unbekannt ist, ob sie im Z&faler oder 
Nenner, and in welcher Potenz sie auftritt. Es wird angenommen, 
dafs die VerfaSltnisse zu complicirt sind, als dafs man sie klar ver- 
folgen k5nnte. Ftlr eine Voranssetzung lassen sich eben sowohl, 
wie fbr eine andre gewisse Grtinde angeben, und es kommt daher 
darauf an, diese Frage nur nach den Beobachtungen wenigstens 
in so weit zu entscheiden, dafs man ann&hemd das Gesetz der Er- 
scheinung kennen lemt, und unter &hnlichen Yerhfiltnissen die zu 
erwartenden Erfolge vorhersehn kann. 

Durch die logarithmische Auf Idsung kann man dem Ausdrucke 
leicht die Form geben, in welcher er unmittelbar zur Behandlung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate sich eignet 

logc — log a = logr -J- s • logfc 

dabei wird jedoch nicht die Bedingung zum Grunde gelegt, dafs die 
Summe der Quadrate der Fehler von c ein Minimum wird, vielmehr 
geschieht dieses in Beziehung auf die Fehler der Logarithmen von 
c dividirt durch a. Sind diese beiden Grofsen nicht sehr verschie- 
den von einander, und wird sogar in einzelnen Beobachtungen a 
vielleicht grofser als c, wodurch die Gleichung sich in 

log— := — logr — s logb 

verwandelt, so erhalten gerade diese kleinsten Werthe einen liber- 
wiegenden Einflufs, weil die Logarithmen von Zahlen die sehr nahe 
gleich 1 sind, sich am starksten ver&ndern. In dieser Art kann es 
geschehn, dafs die wichtigsten Beobachtungen beinahe ganz unbe- 
rtlcksichtigt bleiben und man zu Resultaten gelangt, die augenschein- 
lich unrichtig sind. 

Fflhrt man dagegen andrerseits fbr 8 den Naherungswerth S ein, 
und bezeichnet man die n5thige Yerbesserung desselben mit <;, so 
kann man sich augenscheinlich mit dem ersten Gliede der Taylor'- 
schen Reihe nur begnfigen, wenn die folgenden vergleichungsweise 
sehr klein sind. Man hat aber 

6*+^ ==6*} 1 + ff • lognatft + l(c* lognaiby+l(a*lognsi,iby'^ j 

Dieae Reihe erfCdlt jene Bedingung einigermafsen, wenn a •lognatb 

9 
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ein &chter Brach ist. Ftbr <t == 1 findet dieses statt, so lange b 
kleiner als 2,718 und grdiser als 0,368 bleibt. Far <r = f geschieht 
dasselbe, wenn 6 zwischen den Grenzen 7,389 und 0,135 und fbr 
a=s\ wenn es zwischen 54,601 und 0^01832 li6gt In vielen Un- 
tersuchungen ist b bedeutend kleiner oder grdfser, alsdann f&hrt 
diese Zerlegung zu keinem Resultate und es ist besonders st5rend, 
dafs man die Yergeblichkeit der Rechnung oft nicht vorhersehn 
kann, indem die Grdfse von o noch unbekannt war. Urn so n5thi- 
ger ist es aber, auf den WertJi von b stets aufinerksam zu bleiben. 

Es giebt dagegen ein anderes Mittel, den gesuchten Exponent 
aus den vorliegenden Beobachtungen ann&hemd herzuleiten. Man 
wShlt nUmlich unter den letzteren so viele, ab unbekannte Ghr5lsen 
zu berechnen sind, und wenn die Form der Gleichung unmittelbar 
oder nach Eliminirung der constanten Factoren es gestattet, fthrt 
man die Rechnung logarithmisch aus. Entgegengesetzten Falles 
bleibt nur Qbrig fhr den Exponent gewisse Werthe anzunehmen 
und mit Berdcksichtigung der tlbrijg bleibenden Differenzen denjeni- 
gen Werth zu ennitteln, der den dabei benutzten Beobachtungen 
entspricht 

Das in solcher Weise gefundene Resultat ist indessen fbf* die 
ganze Beobachtungsreihe keineswegs das wahrscheinlichste, und 
wenn eine der Beobachtungen, die der Rechnung zum Grunde ge- 
legt wurden, zuf&Ilig sehr fehlerhaft war, so ist der gefimdene N&- 
herungswerth nicht brauchbar. Um dieses zu vermeiden, empfiehlt 
es sich, zunfichst die s&mmtlichen Beobachtungen mittelst Abscissen 
und Ordinaten aufzutragen. Aus einer solchen Zeichnung l&Tst sich 
nicht nur erkennen, welche Messungen sich einer regelmSXsigen 
Curve vorzugsweise anschliefsen, sondem man bemerkt dabei auch, 
welche unter diesen ihrer Stellung nach sich zur Aufsuchung des 
Naherungswerthes besonders eignen. 

Der folgende Theil der Rechnung, nftmlich die erw&hnte Ver- 
besserung dieses Werthes, ist in vielen F&llen entbehrlich, insofern 
die Gesetze, denen die Erscheinungen unterworfen sind, in ihren 
Grundlagen flberaus einfach zu sein pflegen. Wenn aber durch das 
Zusammenwirken verschiedener Yerhaltnisse diese Einfachheit des 
Ausdruckes verschwindet, so pflegen dadurch nur die constanten 
Factoren, nicht aber die Exponenten betroffen zu werden, und letz- 
tere stellen sich meist als sehr einfache VerhSltnifs-Zahlen dar. 
Dieses Zusammentreffen ist so allgemein, dafs man die Richtigkeit 
eines gefundenen Resultates schon bezweifelt, sobald der Exponent 
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einen ungewdhDiichen Werth erhalt, und nicht etwa gleich J, |, |, 
2, 3 oder 4 ist. Jene logarithmische Rechnung auf einzelne Beob- 
achtungen basirt, wird zwar nicht direct zu so einfachen Zahlen 
fHhren, aber der gefundene Werth wird sich meist nicht weit von 
einer derselben entfernen, und alsdann ist eine grofse Wahrschein- 
lichkeit vorhanden, dafs diese die richtige sei. Ergeben andre aus 
derselben Reihe ausgew&hlte Beobachtungen bei gleicher Behand- 
lung nahe denselben Exponenten, so darf man annehmen, dais dieses 
der richtige sei, und unmittelbar zur Aufsuchung der constanten 
Factoren tlbergehn. Die Differenzen zwischen den Resultaten der 
Rechnung und der Beobachtung dienen schliefslich zu einer sehr 
sichem ControUe, ob die Wahl des Exponenten angemessen war, 
oder ob dafi&r ein andrer eingefbhrt werden mufs. 
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VL Abschnitt. 

AnweAdA'bg der WiilihlcIieiiiliclikeils-&«c1mimg anf das Niyettiren. 

§ 41. 

Wenn auch die Anwendung der mitgetheilten S&tze der Wahr- 
scbeinlichkeits-Rechnung auf das Nivelliren Qberaos einfach ist und 
dabei keine schwierigen Aufgabeu vorkommen, deren Ldsun^ eine 
besondere Untersuchung fordert, so dtirfte es sich doch empfehlen, 
in einem speciellen Falle das Verfahren zur Prtlfung und Berichti- 
gung, so wie zum angemefsnen Gebrauche der Instrumente n&her zu 
bezeichnen, und auf Umst&nde aufmerksam zu machen, die leicht 
grofse Tauschungen veranlassen k5nnen. Es erscheint aber jum so 
nothwendiger, hierauf n&ber einzugehn, als die Nivellements, nament^ 
lich wenn Projecte zu Wasserbauten darauf gegrQndet werden soUen, 
einer ganz besondem Scharfe und Genauigkeit bedtlrfen, und dem- 
nacb nicht selten darin Irrthtlmer vorkommen, die man nach den 
vorgeschriebenen und wohl jedesmal auch wirklich ausgeftkhrten 
ControUen nicht entfernt erwarten durfte. 

Es mag zun&chst von einigen Tauschungen die Rede sein, 
gegen die man gew5hnlich sich nicht hinreichend sichert. Vorzugs- 
weise giebt dazu die Abliche Einrichtung der Visirstabe mit be- 
weglichen Table aus Veranlassung. Ich fbhrte einst ein kleines 
Nivellement mit dem gewdhnlichen Apparate und diesen Tableaus 
aus. Nachdem ich vor- und rdckwHrts visirt und die Hohen der 
Tableaus abgelesen hatte, schob ich die Ftlfse des Stativs etwas 
naher zusammen und hob dadurch das Instrument, um eine sichere 
ControUe zu gewinnen. Nunmehr ereignete es sich aber, dafs die 
Tableaus zwar auf meinen Wink gehoben wurden , aber schliefslich 
immer wieder genau dieselbe Stelle, wie das erstemal einnahmen. 
Die beiden Leute, welche die Tableaus handhabten, waren mir als 
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bespnders geObt ia dieser Arbeit eofipfohlen, und ihre anerkannte 
Ue^ung and Geschicklichkeit bestand di^ , dafs sie dem ersten 
Stand der Tableaus sich merkten, und bei der Controlle ganz unbe- 
^Ammert um die Winke und Zurufe des Beobachters die Tableaus 
jedesmal genau in die frflhere Hdhe wieder einstellten. In dieaer 
Art iat natQrlich die voUste Uebereinstimmung leicht herboizufdhren, 
und zwar eben so wohl bei einer ganz fehlerhaften Messung, wie bei 
einer richtigen. 

£in solches Verfahren erkl&rt den wunderba^^foi Grad yon Ge- 
nauigkeit, den manche Feldmesser zu erreichen glaubep. Ich babe 
Nivellements gesehn, in denen nach den beigefttgte^ ControUen der 
wahrscheinliche Fehler in jeder Station, auf dexx Winkel reducirt 
nur \ bis ^ Secunde betrug. Wenn man aber bei den fest aufge- 
stellten und viel vollkommneren astronomiscben Instriimenten nicht 
leicht eine ganze Secunde verbtirgen kapx^, so berq^it dies^ Ueber- 
einstimmung der Controlle mit der Messung augenscheinlich nur auf 
T&uschung, und in den meisten Fallen gewils auf oelbstt&i^schung. 

Bei keiner Messung oder Beobachtung darf map sich auf die 
Zuverl&ssigkeit der GehUlfen unbedingt yerlassen, man mufs daftkr 
sorgen, dafs man sie stets sicher controUiren kann, und am vortheil- 
bi^sten ist es, die Anordnungen so zu treffen, dais man die wich- 
tigeren Operationen, also die Einstellungen imd Ablesungen sell^st 
ausfbhrt« Im vorliegenden Falle ISfst sich dieses sehr leicht errei- 
chen. Man braucht nur das Tableau zu beseitigen, und die Visir- 
latte so breit zu machen dafs sich eine deutliche Thei}ung dar- 
avif anbringen l&Tst, die man durch das Ferprobr des Instrumentes 
unmittelbar ablesen kann. Dabei wird zugleich noch ein andrer, 
sehr wesentlicher Yortheil erreicht. Der Stab soil namlich senk- 
recht gehalten werden, wenn man ihn, wie gewdhnlich ge^chieht, 
auf den Eopf eines vorher eingetriebcAen Pfahlchens aufstellt. Der 
Gehtklfe bemerkt sehr bald, dafs der Feldmesser, der neben dem In- 
strumente steht, nur ein Urtheil dartlber hat, ob der Stab nach der 
rechten oder der linken Seite geneigt ist, dais er aber nicht wahr- 
nehmen kann, ob dieses auch in der ihm zugekehrten Richtung ge- 
schieht. Eine Zurechtweisung erfolgt also nur, wenn der Stab aus 
der durch das Instrument gelegten Vertical -Ebene sich auffallend 
entfemt. Um sich keinen Tadel zuzuziehn, stellt sich der Gehtdfe 
hinter den Stab, und weder der Feldmesser, noch der Gehfllfe be- 
merkt es, wenn in dieser Ebene der Stab nach vom oder nach hin- 
tep sehr bedeutend yon der lothrechten Stellung abweicht. 
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Endlich muis der Stab mit dem Tableau auch jedesmal umge- 
dreht werden, sobald man zur n&chsten Station tlbergeht. Wenn 
die Kopfe jener Pf&hlchen nicht horizontale Ebenen bilden, so kann 
leicht der Stab, w&hrend er umgedreht wird, um einige Linien seine 
H5he ver&ndern. Wenn aber der Boden weich ist, also die Pfilhl- 
chen nicht fest stehn, wie dieses in sumpfigen Wiesen h&ufig der 
Fall ist, so bleibt es zweifelhaft, ob nicht der Pfahl beim zweiten 
Aufstellen des Stabes tiefer eindringt, und sonach die Messung 
ein Ans^eigen des Terrains ergiebt, das in der Wirklichkeit gar 
nicht statt findet 

Alle diese Uebelst&nde lassen sich vollstftndig vermeiden, wenn 
die breite Latte aof beiden Seiten tkbereinstimmend eingetheilt und 
mit einer eisernen Spitze versehn ist, mit der sie jedesmal fest in 
den Boden eingestofsen wird. Man bedient sich dabei noch eines 
Lothes und prQft nach diesem den vertikalen Stand in zwei verschie- 
denen Richtungen. Ob die Einstellung der Latte in dieser Beziehung 
mit hinreichender Genauigkeit erfolgt ist, untersucht der Feldmesser 
selbst, beyor er dagegen visirt, und wenn dieses geschehn ist, so 
darf Niemand die Latte berOhren, oder sich derselben auch nur nfi- 
hem, bis vom folgenden Stations -Punkte aus die Messung nach die- 
sem Punkte vollst&ndig beendigt ist. Die Ablesung des MaaTses 
an diesen Latten erfolgt aber durch das Femrohr an der Libelle. 

Schon Yor dreifsig Jahren machte ich auf die wesentUchen Vor- 
ztlge und die viel grdfsere Sch&rfe dieses Verfahrens aufmerksam*), 
welches ich bei ausgedehnten Nivellements lange Zeit hindurch an- 
gewendet und nicht nur sehr sicher, sondem auch tlberaus bequem 
gefunden hatte. Die alte Methode mit alien damit verbundenen 
M&ngeln ist jedoch bei uns noch immer die fibliche, und nur aus- 
nahmsweise haben meine Yorschl&ge hin und wieder Eingang gefun- 
den. In neuster Zeit sind jedoch bei dem General -Nivellement, 
welches ganz Frankreich umfafst, die beweglichen Tableaus gar nicht 
mehr zur Anwendung gekonmien und dafflr die deutlich eingetheil- 
ten Visirlatten {mires parlantes) eingefbhrt, deren wesentliche Vorztlge 
in der Beschreibung dieses Unternehmens **) erw&hnt sind. Viel- 
leicht giebt dieses ausl&ndische Beispiel endlich auch bei uns Veran- 
lassung, die alte mangelhafte Methode zu verlassen. 

Wenn man indessen auch gegen T&uschungen und Fehler der 



*) In der ersten Aosgabe der Grnndzuge der Wahrscheinlichkeits-Rechnong. 
Berlin 1837. 

**) Nweliemeni gin&al dt la France, Notes diverses, par Bourdaloug, Bourses 1864. 
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erw&hnieu Art durch passende Anordnung der Apparate sich sichert, 
80 kann doch leicht eine Selbst-T&uschung eintreten, wenn man 
die Controlle unmittelbar nach der Messung und zwar un- 
ter ganz gleichen Umstanden ausftlhrt. Hiervon war bereits frdher 
(§ 2) die Rede. Wenn das MaaTs, welches man abgelesen hat, noch 
in frischem Ged&chtnisse ist, so ist man bei der zweiten Messung 
nicht mehr unbefangen, sondern im^per geneigt, eine Best&tigung der 
frftheren zu finden. Ganz anders verhalt es sich dagegen, wenn man 
das Instrument, nachdem man vor- und rdckwSrts visirt hat, etwas 
verstellt, und nunmehr an beiden Latten die Maalse wieder abliest. 
Nach diesen vorl&ufigen Bemerkungen mdgen die beim Nivelliren 
vorkommenden Fehler n&her untersucht, und zwar zunachst die ver- 
schiedenen tJrsachen derselben mit beil&ufiger Bestimmung ihres 
Einflusses ermittelt werden. Sp&ter wird von der Sicherheit, also 
von der Grdfse der wahrscheinlichen Fehler der verschiedenen 
Methoden die Rede sein. 



§ 42. 

Der wesentlichste Theil eines jeden Nivellir-Instrumentes be- 
steht in der Vorrichtung zur Bildung der horizontalen Abse- 
henslinie. Hierzu dient in der Regel eine Fltlssigkeit. Letztere 
befindet sich bei den weniger genauen Instrumenten in einer hori- 
zontalen Rdhre, deren beide Schenkel aufw&rts gerichtet sind. Be- 
stehen diese aus Glas, so stellen die beiden Oberfl&chen in ihnen 
schon die horizontale Ebene dar, und man braucht nur neben den- 
selben zu visiren, um ann&hemd die horizontale Richtung zu erken- 
nen. Zuweilen ISTst man auch in beiden Schenkeln Dioptern schwim- 
men, die zwar ein sch&rferes Visiren gestatten, wobei aber leicht 
andere Fehler eintreten. Die erste Vorrichtung ist die gew5hnliche 
Canalwaage, die zweite die Mercurialwaage, der man diese Be- 
nennung giebt, weil man, um das tiefe Eintauchen der Dioptern zu 
verhindem, die Rohre mit Quecksilber flUlt. Bei genauem Instru- 
menten ist die Fltlssigkeit in einer vollst&ndig geschlossenen horizon- 
talen Glasrohre enthalten, die jedoch nicht ganz gef&llt ist. Es be- 
findet sich vielmehr darin eine Luftblase, die schon bei schwacher 
Aenderung der Neigung eine andre Stelle einnimmt, und daher viel 
sicherer die Richtung des damit verbundenen Fernrohrs erkennen 
l&Tst. Dieses Instrument, welches mittelst einer Schraube horizontal 
gestellt wird, ist die Libelle mit Fernrohr. AuTserdem giebt 



186 

68 noch Apparate, bei denen man die Alhidade oder das Femrohr 
frei aufhftngt und in der Art mit Gewichten verbindet, dafs die Ab- 
sehenslinie sich horizontal richtet. Diese Vorrichtungen, obwohl zu 
ann&hemden Schfttzungen sehr bequem, geben doch nicht die ndthige 
Genauigkeit, dafs sie zu eigentlichen Nivellements benutzt werden 
k5nnten. 

Sehr zweckm&Tsig ist die Aawendung von Fldssigkeiten, am 
horizontale Absehenslinien entweder unmittelbar oder mittelbar dar- 
zustellen. Man macht dabei freilich die Voraussetzung, dafs die 
FltLssigkeiten horizontale Oberfi&chen bilden^ also nicht etwa durch 
Reibung oder andre Umstfinde verhindert werden, der Kraft der 
Schwere vollst&ndig zu folgen. Ob dieses in aller Sch&rfe der FaU 
ist, ISTst sich nicht nachweisen, und man bemerkt in der That von 
den dicksten Massen, wie etwa kalter Pech, der aber dennoch sehr 
langsam seine Form ver&ndert, bis zu Alkohol und Aether eine seiche 
Abstufung in der Beweglichkeit, dafs man die Reibung oder Z&hig- 
keit, die in dem ersteren sich augenscheinlich zu erkennen giebt, in 
gewissem Grade auch bM letzteren voraussetzen dQrft^. Jedenfalls 
sind die Erfolge dieser Hindemisse in den besten Niveaus aber so 
geringftigig, dafs sie vergleichungsweise zu den Qbrigen unvermeid- 
lichen Fehlem nicht in Betracht kommen. 

Unter diesen Fehlem mdgen diejenigen, die im Instrumente 
selbst und den zugeh5rigen Apparaten ihren Grund haben, zun&chst 
untersucht werden. Das Nivellir- Instrument ist ungenau, insofem 
die Richtung der Absehenslinie von manchen ZufiQligkeiten abhSngt, 
und bei mehrmaliger Wiederholung der Beobachtung sich ver&ndert. 
Unrichtig is^ es, wenn jene Linie um einen gewissen constanten 
Winkel sich yon der horizontalen entfernt, und undeutlich, wenn 
es das hinreichend scharfe Visiren nicht gestattet. Bei den Yisir- 
stangen und Tableaus, die der Feldmesser gewdhnlich selbst eintheilt 
und bezeichnet, lafst sich die erforderliche Ricbtigkeit und Deutlich- 
keit leicht erreichen, es bleiben daher hier nur die Fehler der Un- 
genauigkeit tkbrig, und diese entspringen entweder aus dem schiefen 
Stande der Stfibe oder aus der zuftlligen oder absichtlichen Yer- 
stellung der Tableaus, oder dem Ablesen des Maafses, oder endlich 
aus dem Findrdcken der Pfahlchen, auf welche man die Visirstftbe 
aufstellt. 
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§43. 

Bei den gewShnlichen Canalwaagen kann man als Vcoran*- 
lassung zu ungenauen Messungen, n&chst einer mdglichen nicht 
hinreichend festen Aufstellong oder Sicherung gegen den Wind, 
wodurch Schwankungen verursacht werden, nur die Anziehung er- 
wfthnen, welche die Rdhren auf die Oberfl&che des Wassers ausQben. 
Durch letztere bildet sich der breite dunkle Streif anf dem Wasser, 
der in Folge der Brecbung der Lichtstrablen die fiufsere Fl&che des 
Glas- Cylinders zn bertlhren scheint. Die Breite dieses Streifens 
vermindert sich nicht in mdglichst dtinnen Glasrohren, weil die 
Oberfi&che des Wassers keineswegs Ton der ganzen Glasmasse, son* 
dem allein von der innern Oberfl&che derselben angezogen und ge- 
hoben wird. 

Beim Gebrauche der Canalwaagen visirt man bekanntlich l&ngs 
dieser Streifen in beiden Glasrdhren und bestimmt dadurch die ho- 
rizontale Richtung. Bei gewissen Beleuchtungen sind indessen die 
Grenzen dieser Streifen nicht deutlich zu erkennen, und die Eunst 
des geflbten Beobachters besteht darin, jedesmal gleiche Stellen an 
beiden Glasrdhren zu treffen. Dieses ist um so schwieriger, als das 
Auge zugleich nach dem entfemten Tableau sehn mufs, wodurch 
eine Spannung hervorgebracht wird, die bald ermfldet Man gewdhnt 
sich indessen leicht daran, vorzugsweise nur die entfemtere Glasr5hre 
und das Tableau zu beachten, indem man die Lage des Auges ge- 
gen die nftchste R5hre nicht verftndert, und ein beil&ufiger Blick 
auf dieselbe schon genflgt, um sich zu Hberzeugen, daTs das Auge 
sich in der passenden Hohe wirklich befindet. Auch dadurch, dais 
man von dem Instrumente etwas zudlcktritt, wird das Visiren merk- 
lich erleichtert. Nichts desto weniger sind die Stellen, an denen man 
Torbeisehn muTs, keineswegs scharf markirt, die Breite der Streifen 
betr&gt aber etwa IJ Linien. Beginge man den Fehler, dafs man an 
einer Glasr5hre die obere Grenze und an der andem die untere ge- 
troffen h&tte, so wtbrde dieses bei der Entfemung der Rdhren von 
4 Fufs eine Abweichung der Visirlinie gegen die Horizontale von 
7 Minuten, oder auf 5 Ruthen Abstand von 1| Zoll veranlassen. Um 
soviel wird zwar kein vorsichtiger Beobachter irren, wenn aber der 
Fehler auf 10 Ruthen LSnge die Grenze von 2,5 Linien nicht 
tibersteiffen soil, so ist dieses selbst bei frrofser Aufmerksamkeit und 
Uebung mit diesem iBstrumente wohl kafm zu erreichen. 

Das Vorhandensein yon Luftblasen in der horizontalen Verbin- 
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duDgsrdhre veranlafst an sich keineswegs einen ungleichen Stand 
des Wassers in den beiden aufv^arts gerichteten Schenkeln. Es ist 
jedoch nothig, die Blasen durch Neigung der R5hre zu entfernen, 
bevor man die Messung beginnt, weU dieselben leicht w&hrend der 
letzteren austreten konnten, und dadurch nicht nur Schwankungen 
veranlassen, sondem auch beide Oberflaehen etwas senken w(irden. 

Man hat an der Canalwaage zuweilen die Aenderung eingefilhrt, 
dafs man nicht unmittelbar an den Glas-Cylindem visirt, sondem 
zwei Dioptem daran befestigt. Hierdurch verliert indessen das In- 
strument die einzige Eigenschafl, durch die es sich empfiehlt, n&m- 
lich seine Einfachheit, die Einstellung erfordert alsdann auch mehr 
Zeit und der Yortheil ist unbedeutend, denn in dem Richten der 
Dioptern nach dem Wasserstande bleibt beinahe dieselbe Unsicher- 
heit, wie im unmittelbaren Visiren, und man kann die Dioptem nicht 
heben oder senken ohne Bewegungen zu veranlassen, die wieder 
neue Umstellungen erfordem. 

Was von der Beweglichkeit der Flflssigkeiten gesagt ist, findet 
auch auf die Mercurialwaage Anwendung. In derselben muls 
sich aber nicht nur das QuecksUber in beiden Schenkehi horizontal 
stellen, sondem es muTs auch zugleich die darauf schwimmenden 
Elfenbein- Wtirfel mit den Dioptem bewegen, die sich an die Wan- 
dungen anlehnen, und an denselben ohne Zweifel einige Reibung 
erfahren. Wenn man bei unverSnderter Stellung dieses Instrumentes 
einen Wtlrfel wiederholentlich herabdrtlckt und nach eingetretener 
Ruhe das Tableau einrichtet, so tlberzeugt man sich leicht, dafs die 
Genauigkeit der Mercurialwaage bedeutend geringer, als die der Ca- 
nalwaage ist. 

§44. 

In der Libelle ftufsert sich die Anziehung des Glases auf die 
darin eingeschlofsne Fltlssigkeit auf Shnliche Weise, wie in der Ca- 
nalwaage. Auch hier bemerkt man den erwShnten breiten Streif, doch 
ist derselbe, insofem das Auge in der Entfernung des deutlichen Sehens, 
und zwar in gleichem Abstande von beiden Enden der Luftblase, 
dariiber gebalten wird, in seiner Begrenzung genau zu erkennen. 
Aufserdem wird durch die Anziehung des Glases die Blase an bei- 
den Enden abgerundet und erscheint daher um so sch&rfer begrenzt. 

Ist die Glasrdhre an einer Seite weiter, als an der andem, so 
wird offenbar selbst wenn die innere FlSche der obem Glaswand 
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horizontal liegt, die Anziehong an der weiteren Seite geringer sein, 
also die Blase sich nach der entgegengesetzten bewegen. Dieser 
Umstand ist jedoch unter Abrigens gleichen Verh&ltnissen nicht nach- 
theilig, denn es kommt nur darauf an, die Luftblase an diejenige 
Stelle zu bringen, welche der horizontalen Absehenslinie des Fem- 
rohrs entspricht. Der nachtheilige Einflufs einer Rohre von unglei- 
cher Weite tritt erst bei Temperatur-Verfinderungen ein, indem als- 
dann wegen der Ausdehnung oder Verihinderung des Volums der 
tropfbaren FlAssigkeit die Blase kHrzer oder langer wird, und die 
beiderseitigen Begrenzungen derselben sich nicht mehr in gleicher 
Weise verfindem. 

Die Libelle ist mit dem Fernrohre fest verbunden und diese 
Verbindung wird mittelst Stellschrauben in der Art berichtigt, dafs 
die Luftblase gegen die beiderseitigen Theilstriche auf der Glasrdhre 
sich gleich weit erstreckt, sobald die Absehenslinie des Fern- 
rohrs horizontal gerichtet ist. Indem nun dieselbe Bedingung auch 
bei eintretendenTemperatur-Verftnderungen noch erfbUt werden soil, 
so muis die Rdhre gleiche Weite haben. AuTserdem ist es aber 
auch nothwendig, dafs schon bei geringen Abweichungen des Femi- 
rohrs die Luftblase ihre Stelle merklich yer&ndert. Hieraus er- 
giebt sich dafs die R5hre im Innern und zwar an der obem Wand 
in ihrer L&ngeneinrichtung nach einem Kreisbogen ausgeschliffen 
sein mufs, oder dafs dieser Theil der Flache einen der L&nge nach 
kreisfdrmig gekrdmmten Cylinder- Mantel darstellt. Der Mittelpunkt 
der Krtbnmung liegt senkrecht unter der Libelle. Entgegengesetz- 
ten Falles wtirde bei der geringsten Abweichung die Luftblase sich 
sogleich an das Ende der Rdhre bewegen, und eine Einstellung der- 
selben wtlrde unm6glich sein. Der gew&hlte ErClmmungs-Halbmes- 
ser bedingt die Empfindlichkeit der Libelle, weil die ver&n- 
derte Stellung der Blase oder der Ausschlag augenscheinlich dem 
Producte aus der Neigung (im Bogen gemessen) in den Radius 
gleich ist. Es kommt daher darauf an, diesen Radius passend zu 
w&hlen, damit die Empfindlichkeit der Libelle der Sch&rfe des Fem- 
rohrs und dem Zwecke des Nivellements entspricht. Ist der Radius 
zu grofs angenommen, so wird das jedesmalige Einstellen erschwert) 
auch darf nicht unbemerkt bleiben, dafs geringe Unregelm^sigkeiten 
in der Schleiftmg bei einem grofsen Radius viel nachtheiliger her- 
Tortreten, als wenn man eine stftrkere Ertimmung angenommen h&tte. 

Zur Genauigkeit dieses Nivellir-Instrumentes gehdrt femer, dafs 
das Fernrohr eine angemessene Vergrdfserung hat und jedenfalls 
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SQbarfe m<} deutlieh^ gilder zeigt Die dariiv eixigespaimt^Pft^f^^^ 
mQfi^n feine gerade Linien bilden, sich rechtwinklig durcl)SchneidGip| 
und bei der richtigen Lage der Libelle horizontal und yertikal ge- 
richtet sein. Femer muTs die Schraube, womit man di^ Femro^ 
mit der Libelle einstellt, mil feinen Gtogen versebn und leicht be* 
weglich sein, ohne jedoch todte G^nge zu haben. Wie fein indes- 
sen diese Schraube aucb geschnitten sein mag, so wird e^ bei einem 
Niveau von der nothigen Empfindlichkeit doch nicht leicht gelingep, 
Ueine Abweichungen im Stande der Lujlblase unn^ittelbar zv^ b^ei- 
tigen, vielmehr mufs man sie dadurch aufzuheben suchen, dafs man 
die Schraube weiter dreht, als n5thig ist, und sie gleich darauf ^e- 
der etwas zur&ckdreht. Die Bewegung die man darstellen soU, ist 
^ geringe, als dafs sie sich der Schraube geben liefse, wohl aber 
I&fst sie 9ich durch die Differenz zweier grdfseren entgegengesetzten 
Bewegungen einf&hren. Man erlangt leicht die ndthige Uebung, um 
vn dieser Weise nach wenigen Versuchen die Luftbl^e zum scharfen 
Eiqspielen zu bringen, wahrend dieselbe, weno main sie unmittelbar 
einstellen woUte, abwechselnd nach der eiA^n und der andem 3^ite 
aVQ^qhlagen wQrde. 

§ 45. 

Die ai|8 der Unricbtigkeit der Niveaus entspringenden Fqh- 
I^r haben ihre Ursache in der Zusamipensetzung des Instrumentes 
und hftngen nicht mehr von zuftlligen Umst&nden ab. Weni^ man 
daher die Beobachtungen unter gleichen Sufsem Verh&ltnissen wie- 
derholt, so treten diese Fehler in gleichem Sinoe stets wieder ein, 
man kanu aber durch gewisse Vergleiche oder sonstige PAfimgen 
ihre Grdfse ermittein, und sie sonach aus dem Resultate ^ntfernen. 
Ein Fehler dieser Art ist beispielsweise in einem Winkelinstrumente 
der CoUimations- Fehler, der bei jeder Messung dem abgelesenen 
Winkel zugesetzt, oder von demselben in Abzug gestellt werden 
muTs. 

Die HQlfsmittel , welche dem KOnstler bei Anfertigung der In- 
strumente zu Gebote stehn, werden in der Kegel von denjenigen an 
Sch&rfe Abertroffen , die man spater zur Priifting der Richtigkeit an- 
wenden kann, auch treten meist gewisse Verftnderungen mit der Zeit 
ein, so dafs eine solche Prdfung und Feststellung der Fehler vor 
dem Gcbrauche jedes Instrumentes nothwendig ist. F&r den aufinerk- 
samen Beobachter ist daher im Allgemeinen jedes Instrument mit 
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gewissen Fehlem behaftet, ilnd dieselben lassen rich meist auch nicht 
▼oUst&ndig beseitigeD, wenn gleich Vornchtnngen zu diesem Zweek^ 
angebracht sind, weil diese nicht mit derselben Schftrfe, welche die 
sp&tere Controlle hat, in Wirksamkeit gesetzt werden konnen. Dazu 
kommt aber noch, dafs toan vielfach sein Instrument nicht ver- 
&ndem mag, so zum Beispiel wird kein Astronom den Pendel seiner 
Uhr sogleich etwas yerl&ngem oder verktkrzen, wenn die Beobach- 
tungen zeigen, dafs die tJlir ein wenig vorgeht oder zurAckbleibt. 
Die bei unverftndertem Instrumente eintretenden Abweichungen ge- 
statten fiber ihre jedesmalige Grofse auch ein sichereres Urtheil, und 
geben daher Gelegenheit, das Resultat voUst&ndiger zu berichtigen, 
als wenn man das Instrument selbst jedesmal berichtigen wollte. 
Von den Fehlem dieser Art mufs stets Rechnung getragen werden, 
w6nn tnan nicht, wie oft mdglich ist, die Messungen so einrichtet, 
dafs diese Fehler den EinfluTs auf das Resultat verlieren. 

Die Canalwaag'e ^iebt die H5hen-Unterschiede unrichtig an, 
wenn der eiUfe der beideh Glas- Cylinder weiter ist, als der andre, 
uiid zwar ^eschieht dieses in zweifacher Weise. Zunachst soil der 
fioYizoUt bei deto Vorwftrts- und Rdckwarts-Visiten unvfer&ndert 
bleiben. t)ieses ist isiber uieht der Fall, wenn bei dem RtlckwMs- 
Eihstelleti die beiden Ungleichen Cylinder nicht eben so trelt gefbllt 
bleiben, '^ie sie fi*flhfe*r waren , Was docli beinahe nie gesfchieht, weil 
auf die Vertikale Stellung der Driehungs-Achse meidt Wenig AuF- 
merkamlkeit verWendet witd. Hierauf kommt es auch in andrer Be- 
ziehung tiicht aH. Wenti aber del* weitere Cylinder bei der Drehung 
^twas gesenkt oder gehoben xdrd, so stellt sich das gemeinsbhctftli- 
chfe Niveau fetWas tiefel* bder hoher, als es frfther war, weil die Wats- 
s^'Menge, die in ihm eine ge\tisse Hohe dar^ellt, gr5iber ist, als 
diejenige die iti detti anderti Cylinder dieselbe Senkntig refanlafst. 
Der hieraus entspringende Fehler pflegt indesseti nicht Von Bedefu- 
tting feu 'sein, ilidem gelneinhin nur eine gelinge Dtehung erforder- 
Uch ist. 

Wichtigfei- iat d^gegen der Einftuft der Capillar -Attra;cti(]fli atrf 
d^ Stand des Wk^sfers in ungleich weiten Cylindern. Bei 
der Benetzung des Glases wird das darin enthaltene Wasser dttfch 
dife 'Spannung seinet Oberflache etwas gehoben, und diese Erhebiing 
irft ti&herung&^eise bei cylindrischen R5hren durch die Formel 

ftr = 2,567 
gegebtti, "Wo ^ deH innereh Radius der Rshfe bedeutet, utfd sowohl 
h ^ie 't it Hheinlfttidischen Liriien ausgedrflckt gind. Hieraus fin- 
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det man f&r die nacbstehenden Durchmesser oder lichten Weiten 
der Rdhren die folgenden Erhebungen 



Uchte Weite 


Erhebnng 


6 Linien 


0,855 Linien 


7 - 


0,734 - 


8 - 


0,642 - 


9 - 


0,570 - 


10 - 


0,513 - 


11 - 


0,467 - 


12 - 


0,428 - 


13 - 


0,395 - 


14 - 


0,367 - 


15 - 


0,342 - 



Wenn demnach beispielsweise der eine Cylinder 10 und der andre 
12 Linien weit ist, so stellt sich das Niveau in dem ersteren um 

0,518 — 0,428 = 0,085 Linien 
h5her, als in dem zweiten. Betrfigt daher die Entfemung der bei- 
den Cylinder 4 Fufs , so wird man im Abstande von 5 Ruthen aus 
diesem Grunde in der Bestimmung der Hohe einen Fehler von 1,275 
Linien begehn. Da man aber das Niveau beim BQckw&rts-ViBiren 
nicht umzudrehn pflegt, so mifst man in der 10 Ruthen langen Sta- 
tion auf der einen Seite die H5he um diese Quantit&t zu hoch, und 
auf der andem um eben soviel zu niedrig. Der Fehler wird daher 
doppelt so grofs, oder 2,55 Linien, also ftber } ZoU. Kommt noch 
dazu, dafs der GehtLlfe das. Instrument in derselben Richtung wieder 
aufstellt, in der er es von der vorhergehenden Station abgehoben 
hatte, so dafs der engere Cylinder jedesmal nach vom oder nach 
hinten gerichtet bleibt, so vriiederholt sich derselbe Fehler fortwfth- 
rend in gleichem Sinne und das Nivellement kann aUein aus diesem 
Grunde schon unbrauchbar werden. 

Bei der Mercurial-Waage ist die Horizontale durch die auf 
dem Quecksilber schwimmenden Dioptem gegeben, augenscheinlich 
nimmt sie aber eine falsche Richtung an, wenn eine Diopter etwas 
tiefer sich stellt, als die andre. Dieses geschieht, wenn schon ur- 
sprtinglich hierbei eine Unrichtigkeit statt fand, oder wenn sp&ter 
durch Vermehrung oder Verminderung des Gewichtes eine solche 
eintritt. Eine Vorrichtung zum Berichtigen der Dioptem fehlt aber, 
da man jede nicht dringend gebotene Mehrbelastung der Elfenbein- 
Wtkrfel vermeiden mufs, weil diese sonst w&hrend sie auf dem Queck- 
silber schwimmen, die horizontale Stellung verlieren wtbrden. Bei 
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diesem Instrumente ist es daher dringend geboten, jedesmal dieselbe 
Diopter dem Auge zuzukehren, also beim Rttckwarts-Visiren das 
ganze Instrument umzudrehn. Alsdann treten in beiden Richtungen 
dieselben Fehler ein und heben sich sonach grofsentheils gegen- 
seitig auf. 

§ 46. 

Die Libelle mit dem Fernrohre pflegt immer mit den 
n5thigen Yorrichtungen zur Berichtigung versehn zu sein, wodurch 
die constanten Fehler, wenn auch nicht ganz aufgehoben, doch we- 
nigstens sehr yemdndert werden kdnnen. Das Verfahren bei die- 
ser Berichtigung, welches man gew5hnlich empfiehlt, 
und fbr welches die Instrumente auch eingerichtet zu sein pflegen, 
ist indessen keineswegs bequem und sicher. 

Auf das Femrohr, welches mit der Libelle fest verbunden ist, 
sind meist zwei stfirkere Ringe aufgelothet, deren aufsere Flftchen 
cylindrisch abgedreht sind, und welche gleiche Durchmesser haben. 
Diese Cylinder ruhen in zwei gleichen, gabelf&rmigen Lagem. In 
das Femrohr sind feine Fftden eijqgespannt, welche die Visirlinie 
bezeichnen. Gewdhnlich sind zwei dergleichen vorhanden, von denen 
der eine yertikal und der andre horizontal gerichtet ist. Diese F&- 
den befinden sich an einen Ring befestigt, den man mittelst vier 
kleiner Schrauben im Fernrohr etwas verstellen kann. 

Das VerfisJiren bei der Prtifimg und Berichtigung bezieht sich 
zun&chst auf die Richtung der Visirlinie gegen die Achse des Fem- 
rohrs, oder vielmehr gegen die gemeinschaftliche Achse jener beiden 
Cylinder, auf denen das Femrohr ruht, und sodann auf die Stellung 
des Niveaus zu dieser Achse. 

Ob die Visirlinie des Ferarohrs, also die Absehenslinie, welche 
durch den Ereuzpunkt der beiden F&den gegeben ist, mit der 
Achse der beiden Cylinder Abereinstimmt, ergiebt sich aus der Drehung 
des Femrohrs um seine Achse, wfihrend es auf beiden Lagem ruht. 
Man richtet das Fernrohr so, dafs jener Ereuzpunkt einen recht 
scharf markirten Gegenstand trifft, und sieht nun zu, ob wfihrend 
der Drehung dieser Gegenstand fortw&hrend yon dem Ereuzpunkte 
geschnitten wird, oder ob letzterer vergleichungsweise gegen ihn einen 
kleinen Ereis beschreibt. Im ersten Falle befinden sich die FSden 
an der richtigen Stelle, im zweiten dagegen nicht, und man mufs 
den erwftbnten Ring, in welchen sie eingespannt sind, so verstellen, 
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dafs jene Bedingutig erfbllt wird. Diese Berichtigung ist aber sehr 
schwierig. Beim Drehn des Femrohrs bemerkt man zwar, in wel- 
cher Richtung die Verstellung erfolgen muTs, urn welche Winkcl 
aber die einzelnen Schrauben zu drehen sind, ist unbekannt, daher 
wird bei dem ersten Versuche keineswegs der beabsichtigte Zweck 
erreicht, rielmehr ergiebt sich beim Wiedereinlegen and Drehen des 
Femrohrs, dafs man entweder die F&den noch nicht gentigend ver- 
stellt, oder sie bereits fiber die beabsichtigte Stelle hinaos verscho- 
ben hat. Es sind also vielfache Versuche nothwendig, bis endlich 
die Yerbesserung voUst&ndig, oder doch wenigstens sehr nahe er- 
reicht ist. 

Jeder dieser Versuche ist zeitraubend and erfordert anch einige 
Handfertigkeit Es gentlgt nUmlich keineswegs, eine Schraube an- 
zu2iehn, sondem man mufs auch die gegentlberstehende zuvor etwas 
gel5st haben, und selbst die beiden andem, senkrecht gegen diese 
gekehrten Schrauben dtlrfen nicht so fest angezogen sein, dafs sie 
die Verstellung des Binges in der ersten Richtung verhindem. Hat 
man endlich das Kreuz in solche Lage gebracht dafs es beim Dre- 
hen des Rohrs stets denselben Funkt deckt, so mtlssen noch die 
sfimmtlichen yier Schrauben fest gestellt werden, um jede spfttere 
zuflQlige VerrQckung des Ringes zu verhindem. Hierbei treten aber 
sehr leicht wieder auflPallende Aenderangen ein, die aufs Neue auf- 
gehoben werden mQssen. Diese ganze Operation wird noch wesent- 
lich dadurch erschwert, dafs der erw&hnte Ring in der Ocular- R5hre 
sich befindet, und die Schrauben durch die folgende R5hre, die mit 
der des Objectives verbunden ist, tlberdeckt werden. Man mufs 
also jedesmal die Ocular-Rohre wenigstens etwas ausschieben, und 
bei manchen Instrumenten sogar vollstftndig abschrauben, bevor man 
zu den Kdpfen der erwahnten vier kleinen Stellschrauben gelangt. 

Die Torstehend beschriebene Berichtigung bietet hiemadh so 
vxele Schwierigkeiten, dafs sie dem Feldmesser wohl nicht leicht ge- 
lingen dOrfte, wenn er nicht Geschicklichkeit und Uebung in me- 
chanischen Arbeiten besitzt Gemeinhin pflegt er sich auch nicht 
hiermit zu befassen, sondem Hberlafst die richtige Einstellung des 
Fadenkreuzes dem Mechaniker, sobald er bemerkt, dafs der Durch- 
schnitt der Fiden auffallend von der Drehungs-Achse abweicht. 

Hierbei kommt indessen noch ein andrer Umstand in Betracht. 
Die F&den verdecken n&mlich einen Theil des Gesichtsfeldes, und 
namentlich thut dieses der Durchschnittspunkt beider Ffiden, woher 
man denselben nicht leicht zum Visiren benutzt. Damit die F&den 
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aber nicht reifsen oder schlaff werden, wfthlt man in den Nivellir- 
Instromenten dazu h&ufig Metallftden, die unter der Yergrdrserong 
des Oculars eine bedeutende Dicke haben, also vielleicht ganze Zolle 
verdecken. 6ew5hnlich sind auf den Tableaus vier Quadrate dar* 
gestellt, n&mlich zwei schwarze und zwei weifse, deren Seiten hori- 
zontal und vertikal gerichtet sind. Sie werden so eingesteUt, daTs 
zwei Quadrate fiber, und zwei unter dem Faden sich befinden, wenn 
jedoch der dicke Faden die Durchschnittslinie verdeckt, so hat man 
gar kein Urtheil fiber die richtige Einstellung und es bleibt nur 
tkbrig, wie auch gewohnlich geschieht, das Tableau soweit heben 
oder senken zu lassen, bis der untere Rand des obem weifsen Qua- 
drates unter, oder der obere Rand des untem so eben fiber dem 
Faden sichtbar wird. In dieser Art lafst sich mit grdiserer Sch&rfe 
die Einstellung machen, aber alsdann weicht die Richtung der Yisir- 
linie von der durch das Fadenkreuz gezogenen ab und die beschrie- 
bene Berichtigung wird illusorisch. 

Der letzte Uebelstand llUst sich wesentlich vermindem, wenn 
man feine Spinnenf&den benutzt, die jedoch wenig dauerhaft sind, 
und daher nur angewendet werden dfirfen, wenn der Feldmesser 
selbst im Stande ist, neue einzuziehn. Ein aaderes Auskimftsmittel, 
das bei astronomischen Instrumenten oft angewendet wird, besteht 
darin, daTs man zwei Parallel-F&den sehr nahe neben einander ein- 
spannt, und die Visirlinie durch die Mitte des kleinen Intervalles 
bestimmt wird. Durch passende Bezeichnung der Tableaus lassen 
sich indessen auch stftrkere F&den zur scharfen Beurtheilung der 
Hdhenlage benutzen. Das quadratische Tableau wird n&mlich in 
derselben Art, wie die im Folgenden beschriebene kleine Marke 
durch zwei Diagonalen in vier Dreiecke eingetheilt. Die mit den 
Spitzen nach oben und nach unten gekehrten f^bt man schwarz, 
die beiden Seiten -Dreiecke dagegen weifs. Alsdann l&fst sich sehr 
genau auf den letzten beiden erkennen, ob der dunkle Horizontal- 
Faden, wenn er auch die Spitzen der Dreiecke yoUst&ndig i\berdeckt^ 
mit seiner Mittellinie in diese Spitzen f&llt. Der Faden zerschneidet 
n&mlich die Seiten -Dreiecke in zwei obere und zwei untere, und 
diese wie jene mfissen mit ihren innern Ecken sich gleich weit ein- 
ander n&hem, wenn das Tableau gegen den Faden die richtige 
H5he hat. 

Noch schwieriger ist die Berichtigung der Libelle. Die 
dabei zu stellende Bedingung ist zwar sehr einfach, n&mlich die 
darin befindliche Luftblase soU dieselbe StcUe einnehmen, wenn man 
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das Femrohr aushebt and es verkehrt wieder einlegt, so daTs die 
erwahnten cylindrischen Ringe am Fernrohre gegen die gabelformigen 
Lager, auf denen sie ruhn, verwechselt werden. Das Femrohr mit 
der Libelle wird zu diesem Zwecke zun&chst durch die an der einen 
Gabel befindliche Stellschraube soweit gehoben oder gesenkt, bis die 
Luftblase die passende Stelle in der Rohre einnimmt, alsdann legt 
man das Femrohr um, und aus der Richtung, in welcher die Blase 
nunmehr ihre Stelle verandert, ergiebt sich leicht, in welcher Art 
die Verbindung zwischen der Libelle und dem Fernrohre einer Ver- 
besserung bedarf. Die Berichtigang der Libelle muTs indessen nur 
die H&lfte des Ausschlages der Blase aufheben, w&hrend die andre 
Halfle durch die veranderte Stellung der Gabel zu beseitigen ist. 
Es bedarf wieder vielfacher Versuche, beyor man hiermit ann&hernd 
zu Stande kommt, bei empfindlichen Libellen gelingt es aber nie- 
mals vollst&ndig. Es kommt nslmlich darauf an, dafs w&hrend des 
Umlegens die Lager genau ihren frUhern Stand behalten, also gar 
keine Bewegung oder Erschtttterung im Instrumente eintritt, die bei 
der nothwendigen leichten Beschaffenheit des Stativs sehr schwer 
zu vermeiden ist. Wie rorsichtig man dabei auch zu Werke gehn 
mag, so wird jedesmal eine geringe Aenderung eintreten, die bei 
einer empfindlichen Libelle sich schon zu erkennen giebt. Das Ge- 
wicht der letzteren mit dem des Femrohres ist vergleichungsweise 
zu dem des Hbrigen Theiles des Instrumentes schon zu bedeutend, 
als dafs dieses sich nicht verstellen sollte, wenn jene Theile abge- 
hoben und wieder aufgelegt werden. Man kann sich hiervon leicht 
Qberzeugen, wenn man mit mdglichster Vorsicht das Femrohr ab- 
hebt, und es unmittelbar darauf in derselben Richtung wieder einlegt. 
Es ist mir nie geglQckt, alsdann wieder die frOhere Stellung der Luft- 
blase zu erhalten, sie zog sich jedesmal, wenn auch nur wenig, so 
doch schon merklich, nach der einen oder der andern Seite. WoUte 
man dabei aber noch die UeberwCb-fe fiber die gabelformigen Lager 
bringen und feststellen, so wtbrde der Ausschlag flbermafsig grofs 
ausfallen. 

Die Methode der Berichtigung, deren ich mich bedient habe, 
Ufst sich mit gr5fserer Scharfe und weniger Miihe ausibhren. 
Sie beruht darauf, dafs man in derjenigen Entfernung, in welcher 
man nach Maafsgabe der Vergrofseruug und Deutlichkeit des Fem- 
rohrs gewohnlich zu visiren pflegt, einen Punkt bezeichnet, der mit 
der Ocular -Oeffnung des nahe richtig eingestellten Fernrohrs in 
gleicher Hohe sich befindet. Am leichtesten geschieht dieses, wenn 
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man das Instrument fiber dem Rande einer Wasserfl&che auf- 
stellt, so daTs das Ocular sich schon lothrecht dardber befindet. In 
der erw&hnten Entfemung und zwar gleichfalls bereits in das Was- 
ser wird ein Stab senkrecht eingestellt. Nach letzterem richtet man 
das Fernrohr und stellt es nach der Libelle, wenn dieselbe auch 
noch nicht voUstandig berichtet ist, horizontal. Nunmehr nimmt 
man einen dtlnnen und unten zugespitzten Stab, halt denselben un- 
mittelbar an die Ocular -Oefihung^ indem man das Fernrohr leise 
bertkhrt, und senlct den Stab soweit^ bis er die Oberfl&che des Was- 
sers trifft. Letzteres llUst sich sehr genau erkennen, denn sobald 
die BerQhrung erfolgt, so hebt sich die Oberfl&che neben der Spitze 
und die Spiegelung verSndert sich sehr auffallend. Die Stelle am 
Stabe, welche in die H6he der Mitte der Ocular -OeflFnung triflft, 
bezeichnet man durch einen Strich mit Blei. Alsdann befestigt man 

mittelst Nadeln an den erw&hnten Stab im Was- 
ser eine etwa 3 Zoll hohe Marke von Papier die 
in der nebenstehenden Art bezeichnet ist. Man 
bedient sich dabei wieder desselben leichten zu- 
gespitzten Stabes, der eben so, wie das erste mal 
mit der OberflSche des Wassers in BertQirung ge- 
bracht wird, und an dem jener Strich die Hdhe 
fbr den Mittelpunkt der Marke bezeichnet. Dieser Mittelpunkt be- 
findet sich also in der Hohe des Oculars, und wenn man das Fern- 
rohr nach ihm richtet, so hat es die horizontale Stellung eingenom- 
men, und man darf nur die Libelle mittelst der Schrauben so &ndem, 
dafs sie nunmehr auch genau einspielt. Sollte das Fernrohr bei 
dieser Operation sich etwas verstellen, so kann man es immer leicht 
gegen die feste Marke wieder einrichten. 

Bei dem Einstellen des Femrohrs nach der Marke §ndert sich 
freilich seine Richtung gegen den Horizont und sonach hebt oder 
senkt sich auch di6 Ocular5ffnung, so dafs sie nicht mehr mit jener 
Marke in gleicher Hohe bleibt. Diese Aenderung ist indessen, wenn 
es sich nur um kleine Berichtigungen handelt, wie solche w&hrend 
der Arbeit vorkommen, so unbedeutend, dafs sie nur wenige Hun- 
derttheile eines ZoUes zu betragen pflegt, also ohne Einfiuls ist. 
Sollte aber zufSllig die Libelle eine sehr abweichende Lage ange- 
nommen haben, so mufs man nach der ersten Berichtigung und Ein- 
stellung die H5he des Oculars nochmals auf die Marke Qbertragen 
und nunmehr die Berichtigung yeryoUstandigen. Die Einstellung 
des Femrohrs ist mit grolser Sch&rfe auszuftlhren, indem man an 
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dem erwEhnten Vortreten der Spitzen der Seitendreiecke Hber and 
unter dem horizontalen Faden mit Sicherheit wahmehmen kann, ob 
die Mittellinie des Fadens die gemeinscbafUiche Spitze der beiden 
scbwarzen Dreiecke trifit. Auch alle flbrigen Theile der Operation 
haben solche Sch&rfe, dais in der Berichtigung ein Fehler von 0,1 ZoU 
fflr die gewahlte Entfemung nicht vorkommen kann. Bedingung ist 
es dabei aber, dafs stehendes Wasser und zwar im Zastande voller 
Rube vorhanden ist. Schon bei mafsigem Winde gelingt diese Ope- 
ration nicht mehr, und man muTs vollends darauf verzichten, wenn 
kein kleiner See oder Teich in der Nahe ist. Alsdann wfthlt man 
das folgende Verfahren, welches etwas zeitraubender, aber beinabe 
eben so sicher ist. 

Man stellt die beiden eingetheilten Visirlatten, von denen sp&ter 
die Rede sein wird, lothrecbt und wieder in derselben Entfemung 
von einander auf, in der man beim Nivelliren zu visiren pflegt. Hier- 
auf bringt man das Instrument seitwarts neben die eine der beiden 
Latten, so dafs die Ocular- Oeffnung ein wenig vor diejenige einge- 
theilte Fl§.che vortritt, die der andem Latte zugekehrt ist. Durch 
Anhalten eines kleinen Lineals kann man alsdann die Hohe des Mit- 
telpunktes der Ocular- Oeffnung an der Latte ablesen, nachdem das 
Fernrohr gegen die zweite Latte gerichtet und die Libelle zum Ein- 
spielen gebracht ist. Die H5he des Oculars an der Latte A sei 
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gleich g und man lese durch das so gestellte Fernrohr an der Latte B 
die H5he y ab. Alsdann stellt man das Instrument in gleicher 
Weise an die Latte B und visirtt nachdem die Libelle gerichtet ist, 
zurtlck nach A. Hier lese man die Hdhe fi ab, wahrend an der 
Latte B die Ocular -Oefihung sich in der Hdhe 6 befindet Indem 
nun bei der unverlbiderten Lage'^der Libelle gegen das Fernrohr 
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die Linie gy unter demselben Winkel gegen den Horizont geneigt 
ist, wie 6/?, so bUden sich zwei gleichschenklige Dreiecke, und der 
Punkt \{g-^ff) an der Latte A liegt in gleicher H6he mit \{y + b) 
an der Latte B. Wenn man von diesen beiden Hohen \{y + b) ab- 
zieht, 80 bestimmt sich der Punkt c an der Latte A^ der mit b oder 
dem Ocular des Instrumentes bei seiner letzten Aufstellung in glei- 
cher H6he liegt. Das Maafs ftir den Punkt c ist n&mlich 

lig-^P-b-r) 

dieses Maafs bezeichnet man auf A durch jene Papiermarke. Auf 
letztere wird das Femrohr von b aus gerichtet und die Libelle so- 
weit verstellt, daTs sie bei dieser Richtung des Femrohrs einspielt. 

§ 47. 

Was die Extlmmung der Erde und die Strahlenbrechung be- 
trifft, so l&fst sich der Einflufs derselben leicht nachweisen. Mifst 
man die Elevation eines entfemten Gegenstandes , z. B. eines hohen 
Thurmes, mittelst eines Vertical -Kreises, so ist der Winkel zwischen 
der Spitze des Thurmes und dem Horizont' nicht derjenige, der mit 
dem Abstande multiplicirt die ganze Hdhe tlber dem Instrumente 
angiebt, vielmehr mufs dieser Winkel, der gleich h sei, noch in zwei- 
facher Beziehung verbessert werden. Zuerst liegt wegen der Krtim- 
mung der Erde ein Theil des Thurmes unter dem Horizont des 
Instrumentes. Der dazu gehdrige Winkel ist ein Chordo-Tangenten- 
winkel des grdfsten Kreises, der auf der Erdoberfl&che zwischen 
beiden Punkten gezogen ist, und dieser Winkel ist bekanntlich gleich 
dem halben Centri -Winkel, also \(p. Der gemessne Elevations -Win- 
kel h mufs daher nm \(p vergrdfsert werden. 

Sodann ist die Strahlenbrechung zu bedlcksichtigen. Indem 
der Lichtstrahl von dem hdheren beobachteten Punkte nach dem 
tiefer stehenden Instrumente aus den dClnneren Luftschichten in die 
dichteren tlbergeht, so wird er gebrochen und krdmmt sich n&he- 
rungsweise nach einem Ejeisbogen, dessen Radius das Sechsfache 
des Erdradius milst. Die concave Seite des Strahles liegt wieder 
abwarts, und es tritt sonach derselbe Fall ein, als wenn man auf 
einer Kugel, deren Radius das Sechsfache des Erdradius ist, zwischen 
denselben Punkten gemessen h&tte. Der betreffende Centri- Winkel 
ist also gleich \(f^ oder der Chordo-Tangentenwinkel ^^tp. Dieser 
Winkel muls aber von dem ersten abgezogen werdex^ weil er wegen 
der KrOmmung des Strahles die Elevation vergrdfsert. 
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Der wahre Hohenwinkel, der mit der Entfemung multiplicirt 
die richtige Erhebung darstellt, ist also 

Bezeichnet H diese Erhebung, D den Abstand des Instrumentes von 
dem gemeisnen Gegenstande und r den Erdradius, so ist 

aber 

D 

^ r 

also 

Indem man beim gewdhnlichen Nivelliren keine Elevations -Win- 
kel miist, vielmehr horizontal visirt, so ist AsO, und man hat 

" r 

Der Erdradius r mifst im mittleren Breitengrade 1690500 Bheinl&n- 
dische Buthen, wenn daher alle Grdfsen in diesem Maafse ausge- 
driickt werden, so folgt 

ir= 0,000 000 24648 •!>» 

oder wenn H in Zollen, D dagegen in Buthen gemessen wird 

jr = 0,000 0355. D« 

Hiemach kann man die Correction H wegen KrtLmmung der Erde 
und Strahlenbrechung leicht berechnen, wenn die Entfemung D be- 
kannt ist. Man findet damach 

&a D= 10 Buthen IT = 0,003 Zoll 

= 20 - —0,014 . 

= 30 . =0,032 . 

— 40 - —0,057 - 
= 50 - —0,089 - 
= 60 - —0,128 - 
= 70 - =0,174 - 

— 80 - —0,227 - 
= 90 - —0,287 - 
= 100 - =0,355 - 

Es ergiebt sich hieraus dafs man bei geringen Entfemungen; 
wenn dieselben auch verschieden sind, keine Correction wegen ExtLm- 
mung der Erde und Strahlenbrechung anzubringen braucht, dieses 
vielmehr nur bei bessem I^ivellir-Instrumenten in dem Falle erfor- 
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derlich wird, wenn man gezwungen ist, das Instrument viel nfiher 
an die eine, als an die andre Latte zu stellen. Die erw&hnte Cor- 
rection ist zwar auch nicht ganz sicher, insofern die Strahlenbrechung 
nicht constant ist, sondern nach Maafsgabe der Witterung grofsere 
oder kleinere Wertb^ annimmt, doch dflrfte beim eigentlichen Nivel- 
liren, wo die Entfernungen immer sehr mafsig bleiben, in dieser Be- 
ziehung kein merklicher Fehler zu besorgen sein, sobald die vorste- 
hende Berichtigung eingefbhrt wird. 

Nichts desto weniger muTs man die Aufstellung der Latten in 
sehr verschiedenen Abst&nden doch immer moglichst vermeiden, weil 
dabei auch die Fehler wegen unvollstandiger Berichtigung der Libelle 
in Betracht kommen. Zuweilen sieht man sich indessen dazu ge- 
zwungen, namentlich wenn man eine steile Anhdhe ersteigt, oder 
Yon derselben herabgeht, weil die Latte h5her ist, als das Doppelte 
der H5he des Instrumentes, und man um gar zu kurze Stationen 
zu vermeiden das Instrument von der tiefer stehenden Latte so weit 
entfernt, dafs ihr oberes Ende noch yon der Visirlinie getrojSen wird. 
Aufserdem mufs man auch' wenn die Richtung des Nivellements-Zu- 
ges nahe mit der der Sonnenstrahlen und zwar bei niedrigem Stande 
der Sonne zusammenfUIlt, beim Visiren gegen die letztere sehr kurze 
Entfernungen w&hlen, weil die Maafse undeutlich werden. Wieder- 
holt sich diese ungleiche Aufstellung der St&be vielfach und zwar 
immer in gleichem Sinne, so darf man nicht unterlassen, die erwShn- 
ten Correctionen einzuAlhren. 

Ist das Instrument so berichtigt worden, dafs die Visirlinie ho- 
rizontal liegt, so mifst man an jeder Latte die Hohe zu grofs, und 
die Diffierenz beider abgelesenen H5hen ist daher um die Differenz 
beider Correctionen zu verbessem. Wenn dagegen die Berichtigung 
nach der Torstehend beschriebenen Methode statt geAmden hat, so 
findet f&r die dabei gew&hlte Entfemung keine Correction statt, wohl 
aber fbr eine geringere Entfemung eine positive, und fttr eine groisere 
eine negative. Das Instrument sei auf den Abstand von 40 Ruthen 
berichtigt, so wird bei einem Abstande der Latte von nur 20 Ruthen 
die abgelesene Hohe um 0,057 — 0,014 = 0,043 ZoU vergrofsert 
werden mflssen, und wenn die andre Latte 60 Ruthen entfernt ist, 
so mufs die Hohe an dieser um 0,128 — 0,057 = 0,071 ZoU vermin 
dert werden. Die Correction in Bezug der beiden Latten ist also 
gleich der Summe beider partiellen Correctionen oder 0,114 Zoll. 
Im andem Falle, wenn das Instrument beim Einspielen der Libelle 
eine horizontale Visirlinie giebt, ist fiLr dieselben Entfernungen die 
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ganze Correction gleich der Differenz derer, die sich auf 20 bis 60 
Rutben beziehn, also 0,128 — 0,014 also eben so grois, wie firtkher, 
oder wieder 0,114 Zoll. 

§48. 

Als dritte Fehler-Ursache beim Nivelliren muls die Undent- 
licbkeit des Bildes angefCQirt werden. Dieselbe darf man jedoch 
nur in dem Falle dem Instrument beimessen, wenn dieses mit einem 
Femrohr yersehn ist, sonst liegt sie in der Unvollkommenheit des 
menschlichen Auges. In geringen Distanzen veranlafst sie keine be- 
deutenden Fehler, doch werden diese bei weiteren Abstftnden sehr 
grofs und k5nnen alsdann sogar alle sonstigen Fehler dberwiegen. 
Das deutliche Sehn bedingt daher vorzugsweise die Lftnge der 
Nivellir-Stationen. 

Der Beobachter muJGs untersuchen, in welcher Entfemung er 
mit seinem Femrohre die gewahlte Eintheilung der Yisirlatten noch 
deutlich erkennen kann. Dabei sind aber* manche fiufsere Umst&nde 
zu bertlcksichtigen , von denen zum Theil bereits die Rede wai^. 
Dahin gehort das Blenden des Sonnenlichtes, wenn man bei niedri- 
gem Stande der Sonne nahe gegen dieselbe yisirt. Es empfiehlt sich 
alsdann, von der geraden Richtung abzuweichen und den Nivelle- 
ments-Zug im Zickzack zu ftkhren, so dafs die einzelnen Linien etwa 
unter einem halben rechten Winkel von der Hauptrichtnng abweichen. 
Dabei lassen sich die auf beiden Seiten eingetheilten Latten noch 
so steUen, dafs man vor-, wie rttckwftrts die H5hen daran ablesen 
kann. Hierdurch wird vermieden, dafs die Entfemungen sehr ver- 
schieden sind, und dieses ist auch in Betreff der Deutlichkeit sehr 
wichtig. Man hat n&mlich die Ocular-Rdhre so weit ausgezogen, 
dafs das Bild in deijenigen Entfemung, in welcher man gew5hnlich 
mifst, die grdfste Sch&rfe hat. In bedeutend grdfserer Nshe ver* 
schwindet diese Schftrfe aber so sehr, dafs ohnerachtet der N&he, 
die Ablesung weniger genau wird. Das weitere Ausziehn der Ocu- 
lar-Rdhre muls man aber vermeiden, weil dadurch die Absehens- 
Linie, ftbr welche die LibeUe eingestellt ist, leicht ver&ndert werden 
kdnnte. 

Die Deutlichkeit des Bildes leidet femer wenn das Objective 
Glas von der Sonne beschienen wird, und dieses vermeidet man 
durch eine leiohte Aufsatzrohre, die einige ZoUe weit fiber das Fem- 
rohr hinaustritt, und die man nothigen FaUs aus einem Bl&ttchen 
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steifen Papiers daretellt. Diese R5hre gewftlirt noch den Yortbeil, 
dais bei schwachem Regen, wobei die Arbeit noch fortgesetzt wer* 
den kann, die Trbpfen nicht auf das Objectiv fSEdlen, und die DeaU 
lichkeit vollends aufheben. 

Hierbei w&re auch noch zu erwtimen da(s es bei niedrigem 
Stande der Sonne sich zuweilen ereignet, dafs das licht von der 
mit Oelfarbe angestrichenen Latte gerade nach dem Instrumente re- 
flectirt wird, tind man alsdann die Eintheilung nicht mehr erkennen 
kann. Dnrch passende Stellung der Latten, die etwas gedreht wer- 
den, l&fst sich dieses freilich leicht vermeiden, nachdem aber bereits 
die Hdhe an der Latte in der vorgehenden Station abgelesen ist, darf 
keine Ver&nderung in ihrer Stellung vorgenommen werden, und als- 
dann bleibt nur tkbrig, die Latte kflnstlich zu beschatten, indem der 
^Gehldfe mit einem belaubten Zweige, oder in andrer Weise das 
Sonnenlicht abh&lt. 



§49. 

Es bleiben noch die Fehler zu untersuchen, die beim Aufstellen 
der Visirstftbe und beim Richten der Tableaus vorkommen 
kdnnen. Stehn die Stftbe oder Latten nicht senkrechty so wird an 
denselbep die Hdhe jedesmal grdfser gemessen, als sie wirklich ist 
In ebenem Terrain heben sich diese Fehler theilweise auf, weil man 
jedesmal ungefilhr in derselben Hdhe der Latten das Maa(s abliest 
Wird dagegen eine Anhdhe hinauf nivellirt, so hat die schiefe Stel- 
lung der hintem Latte grdfsern Einflufs auf das Resultat, als die der 
vordem, weil das abgelesene Maafs ein l&ngeres ist. Eine Ausglei- 
. chung kann daher in diesem Falle nicht mehr stattfinden. Die Fehler, 
die inmier in demselben Sinne vorkommen, summiren sich, und man 
findet die Anh5he hdher, als sie wirklich ist. Dazu.kommt noch, 
daft man «if UBebenem Terrain, wo der Horizont lucht frei ist, dur^ 
blolisen Augenschein den lothrechten Stand der Latte nicht beurtheilen 
kann und in der Scb&tzung desselben leicht um 15 Grade sich irrt. 
Wenn der Fehler durchschnittlich aber auch nur 10 Grade betrfigt, 
also die Hdhen im Verh&ltnirs von 1 : cos 10^ zu grois abgelesen wer- 
den, so giebt dieses schon einen Fehler von 1 Fuis auf 65 Fu£b 
H&he. 

Wenn die Latte nicht in den Boden fest eingestoisen, sondem 
nur auf ein Pfthlchen au%estellt und mit der Hand gehalten 
wird, so pflegt, wie schon oben bemerkt wurde, ihr lothrecbter Stand 



154 

nnr in Boweit beurtheilt zu werden, dafs sie nicht stark aus der vom 
Instrumente aus durch sie gelegten Vertical-Ebene abweicht, w&hrend 
ihre Abweichung in dieser Ebene ganz unbeachtet bleibt. Zuweilen 
wahlt der Feldmesser die Glasrohren seiner Canalwaage zur Norm 
und halt mit der strengsten Gewissenhaftigkeit darauf, dafs der Visir- 
stab in der Ebene gehalten wird, in der die Glasrohren stehen, ohne 
sich irgend davon zu Aberzeugen, dafs dieses wirklich eine Vertical- 
Ebene ist. 

Bei den lose aufstehenden Latten wtirde eine kleine daran be- 
festigte Dosen-Libelle wohl der bequemste Apparat zur Controlle in 
dieser Beziehung sein, wie Bourdaloug davon auch in der That Ge- 
branch gemacht hat. Der Beobachter kann aber w&hrend des Visi- 
rens nicht beurtheilen, ob der Geh&lfe alsdann den Stab richtig h&lt, 
und sonach wird hierdurch keineswegs eine groisere Sicherheit er-f 
reicht. 

Die feste Aufstellung der Latten ist zur Sicherung gegen 
auffallende Fehler dringend geboten. Alsdann lUfst sich sehr bequem 
ein Loth benutzen, welches der Arbeiter bei sich filhrt, und an wel- 
chem er nach dem jedesmaligen Einstellen in einer und der andern 
Richtnng den Stand beurtheilen und verbessem kann. Durch das- 
selbe Mittel prtkft aber auch der Beobachter die richtige Aufstellung 
jeder Latte. 

Das Aufsetzen des Visirstabes auf den Eopf eines vorher 
eingeschlagenen kleinen Pfahlchens, wie dieses gewohnlich ge- 
schieht, ist noch insofern unsicher, als ein solcher Eopf keine hori- 
zontale Ebene bildet, also der Stab bei dem Yisiren von der einen 
Seite leicht etwas hoher steht, als wenn von der andern Seite dagegen 
visirt wird. Die hieraus entspringenden Fehler sind indessen im All- 
gemeinen nur geringe, und heben sich auch gegenseitig zum Theil 
auf, da sie eben sowol positiv, wie negativ sein kdnnen. Dabei kommt 
aber noch die Frage in Betracht, ob der Pfahl auch feststeht, und 
nicht vielleieht durch das Gewicht der 10 bis 12 Fufs hohen Stange 
mit dem Tableau herabgedrtlckt wird. Namentlich in sumpfigem 
Wiesengrunde ist dieses sehr zu besorgen, und der Feldmesser pflegt 
alsdann auch wohl die Arbeiter anzuweisen, dafs sie den Stab recht 
sanft aufstellen. Erfolgt dabei ein EindrQcken, so ist dasselbe zwar 
ohne Nachtheil, so lange noch nicht gegen den darauf stehenden 
Stab nivellirt ist, doch kann es auch sp&ter geschehn, namentlich 
beim Umwenden des Stabes, indem das Tableau nach der andern 
Seite gekehrt wird. Die hierdurch veranla&ten Fehler treten jedesmal 
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in demselben Sinne ein, summiren sich also, und das Nivellement 
zeigt ein dauemdes Ansteigen, weil die Latten w&hrend der Messung 
sich stets senkten. 

Was dieTableaus betrifft, so werden dieselben nichtleicht so 
scharf eingestellt, wie man mit dem Fcmrohre selbst die Theilung able- 
sen kdnnte. Yon den sehr grofsen Fehlern, die der GehUlfe aber be- 
gehn kann, wenn er die Einstellung nicht richtig macht, oder die Ta- 
bleaus Terstellt, bevor der Feldmesser die Hdhen abgelesen hat, war 
schon oben (§ 41) die Eede. Auch wurde mitgetheilt (§ 46), dafs es sich 
mehr empfiehlt auf das Tableau yier Dreiecke, als vier Quadrate zu 
zeichnen, weil im ersten Falle die Hdhe des Punktes, in welchem 
die vier Spitzen der Dreiecke liegen, sich sicherer erkennen l&fst 

§50. 

Sehr wichtig ist die Frage, wie grofs der wahrscheinliche 
Fehler eines Nivellements ist, oder mit welcher Wahrscheinlichkeit 
man erwarten darf, dafs der dabei begangene Fehler die erlaubte 
Grenze nicht tlberschreitet. Im Allgemeinen l&Tst sich hierauf keine 
Antwort geben. Welches Instrument man auch anwenden mag, so 
wird die Sicherheit des Besultates jedesmal vorzugsweise von der 
Sorgfalt und Uebung des Beobachters abh&ngen. Setzt man diese 
voraus, und nimmt zugleich an, dafs die Geh&lfen zuverlftssige Leute 
sind, die keine absichtlichen T&uschungen einfbhren, auch beim Auf- 
stellen der Visirstfibe hinreichende Uebung haben, um grdfsere Fehler 
zu yermeiden, so l&fst sich die Wahrscheinlichkeit der mit verschie- 
denen Instrumenten erhaltenen Resultate ungefthr beurthcilen. Yon 
der Mercurial -Waage mufs indessen abgesehn wei^den, weil die dabei 
Yorkommenden Fehler leicht flberm&fsig grofs ausfallen und selbst 
durch voile Aufmerksamkeit nicht immer zu vermeiden sind. 

Die Canalwaage ist in frQherer Zeit vielfach als ein sehr 
zuverl&ssiges Nivellir -Instrument empfohlen worden. Gilly sagt*), 
dafs bei mehrfacher Yerschiebung des Tableaus im Abstande von 
10 Buthen der Unterschied zwischen den einzelnen Ablesungen nie 
Qber ein Achttheil Zoll betragen habe. Mir ist ein Beispiel von die- 
ser Genauigkeit nie vorgekommen. Ich habe hSufig nach den Win- 
ken getlbter Feldmesser das Tableau selbst eingestellt und die H5hen 
abgelesen, die Abweichungen vom Mittel betrugen alsdann aber bei 
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Entfernungen von 5 Ruthen schon ein Viertel Zoll. Nur einem 
Feldmesser, der aber besoudere Uebung besafs, gelang es, das Ta* 
bleau so scharf einricbten zu lassen, dafs der wahrscheinliche Fehler 
bei derselben Entfemung sicb etwa auf 0,1 Zoll stellte. Diese Ge- 
nauigkeit bleibt indessen noch immer sehr bedeutend hinter deijeni- 
gen zurtick, die Gilly anftihrt, und in alien diesen Ffillen wurden 
ungew5hnlicbe Aufmerksamkeit and Sorgfalt angewendet, wie auch 
die Fehler vermieden, welche aus der unrichtigen Aufstellung der 
Stftbe und unpassender Handhabung der Tableaus oder der fal- 
sohen Ablesung der Hdben entspringen. 

Ich babe aaTserdem verscbiedentlich Gelegenheit gehabt, Nivel* 
lements zu vergleichen, die sibb gegenseitig controUirten. Die Un- 
terschiede waren dabei aber stets so'grofs, dafs sie mit Rtlcksicht 
auf die wahrscheinliche Ausgleichung der Fehler, in der einzelnen 
10 Buthen langen Station auf einen wahrscheinlichen Fehler von nahe 
1 Zoll schliefsen liefsen. In einem solchen Falle, der sich auf ein 
Nivellemc^nt von mehr als 8 Meilen L&nge bezog, das unter gflnstigen 
Umstftnden, n&mlich wahrend des Sommers auf den Kronen von 
Deichen und zwar von einem als zuverlfissig anerkannten Geometer 
ausgefbhrt war, stellte sich der Unterschied so grofs heraus, dab 
der wahrscheinliche Fehler f&r jede 20 Rutben lange Station sich so- 
gar auf 2| Zoll stellte. 

Die Angabe von Netto *), dafs man mit der Canalwaage auf Eni- 
femungen von 7 bis 8 Ruthen die Horizontale ,,allerh5chst6ns bis 
auf einen halben Zoll verbtlrgen kann^, erscheint hiernach keineswega 
Hbertrieben, vielmehr noch eine gtUistige Voraussetzung zu sein. 
Man dtirfte wohl annehmen, dafs bei gehoriger Uebung und Auf- 
merksamkeit auf die ganze Operation der wahrscheinliche Fehler des 
Visirens gegen die in 5 Ruihen Abstand aufgestellte Tafel \ ZoU be- 
tr&gt. Alsdann ist der wahrscheinliche Fehler fbr eine Station von 
10 Ruihen L&nge 

\ • J/2 Zoll 

Indem aber jedes NiveUement vorschriftsm&fsig noch in entgegenge- 
setzter Richtung wiederholt werden soil, so vermindert sich der wahr- 
scheinliche Fehler fbr die Station von 10 Ruthen wieder auf I ZoU^ 
und ftr 10 Stationen oder auf 100 Ruthen betrSgt er 

0,25 J/10 = 0,79 Zoll 
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Indem nun aber nach dem neuen Preufsischen Feldmesser-Reglement 
auf 100 Ruthen L&nge nur ein Fehler von 0,671 Zoll gestattet ist, 
so tlberschreitet der wahrscheinliche Fehler schon die erlaabte Grenze, 
und es ist sonach wahrscheinlicher, dafs jede Messung, die man mit 
der Canalwaage ausftlhrt, bei einer Beyision f&r falsch, als dafs sie 
6\r richtig anerkannt werden wird. Dieses Instrument darf daher 
niemals gebraucht werden^ wo die Yorschrift in Betreff der erlaub- 
ten Fehlergrenze in Anwendung kommt. 

§51. 

Mittelst eines Nivellir-Instrumentes, das mit einer empfindli- 
chenLibelle und einem m&fsigen Fernrohre versehnist, erreicht 
man leicht eine viel grofsere Qenauigkeit, man darf jedoch nicht 
glauben, dafs die Anwendung eines solchen schon jede Gefahr vor 
bedeutenden Fehlem beseitige, vielmehr erfordert die richtige Behand- 
lung desselben noch besondere Ueberlegung und Aufmerksamkeit, 
so wie auch Uebung in der Berichtigung und im Gebrauche. Aufser- 
dem gewShrt das Nivellir- Instrument keine Sicherheit gegen alle 
Fehler, die bei der AufsteUung und Behandlung der Visirlatten und 
Tableaus vorkommen. 

Um zu zeigen, wie man ein Instrument dieser Art prQft und 
manche Einzelheiten desselben untersucht, mag die Beschreibung 
einesKiveaus hier folgen, welches ich bei dem bereits erw&fanten 
ausgedehnten Nivellement benutzte. Es gehdrte keineswegs zu den 
grdfsem Instrumenten, wurde vielmehr von den in neuerer Zeit an- 
gefertigten in Bezug auf seine Dimensionen weit tlbertrojSen, doch 
war die Libelle hinreichend empfindlich und das Femrohr, das nur 
fbnfmalige Yergrdfserung hatte, zeigte sehr scharfe und farblose 
Bilder, so wie auch alle Theile desselben mit Sorgfalt und Ueberle* 
gung ausgefbhrt waren. Es war im Anfange dieses Jahrhunderts 
auB England bezogen. 

Das Femrohr, welches terrestrisch war, mafs in der Lftnge 
11^ Zoll und in der OejSnung des Objectiv-Glases nur 8 Linien. 
Zwischen dem Ocular und dem CoUectiv-Glase, neben der Blendung, 
befand sich ein starker Ring, der durch vier kreuzweise einander 
gegentlberstehende Stellschrauben mit der Ocular -R5hre verbunden 
war. Die K5pfe dieser Schrauben waren versenkt, so dais sie die . 
Bewegung der R5hre nicht hinderten, auch batten die kegelfSnnigen 
Vertiefimgen etwas grdfsere Weiten, so dafs die Verstellung des 
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Ringes moglich blieb. Vier Schrauben mit breiten Kopfen auf der 
einen Endflache des Ringes dienten ursprtinglich zur Befestigung der 
Silberfaden, die das Fadenkreuz bildeten. 

Die Libelle, deren lichte Weite 6 Linien mafs, war in der mes- 
singenen Fassung mittelst zweier Schrauben mit dem Fernrohr ver- 
bunden, und zwar so, dafs sie fiber demselben lag. Die Oeffiiung 
in der Fassung war 2|Zoll lang, wShrend die Lange der Luftblase 
gew5lmlich 1| Zoll betrug. 

Das Fernrohr mit der Libelle lag mittelst zweier broncenen 
Cylinder von 13 Linien Durchmesser auf zwei Y f&rmigen TrSgem, 
die 6 Zoll von einander entfemt waren. Der eine derselben konnte 
durch eine Schraube gehoben und geseukt werden. Diese Schraube 
zeigte zwar weder todten Gang, noch Mangel an Festigkeit, da je- 
doch ein doppelter Gang in sie eingeschnitten war, so hatte dieser 
eine ansehnliche Steigung und schon bei schwacher Drehung wurde 
die Luftblase der Libelle stark bewegt. Durch das oben erwahnte 
Zurtlckdrehen gelang es jedoch sehr bald, die Blase zum Einspielen 
zii bringen. 

Die beiden erw&hnten Trager standen auf* einem starken Prisma 
von Messing, und an dieses war die Bilchse befestigt, die sich auf 
dem etwas conischen Zapfen, der nahe 1 Zoll im Durchmesser hatte, 
drehte. Um letzteren vertical zu stellen, diente eine NuTs mit vi'er 
Stellschrauben. 

Die Silberf&den im Femrohre waren viel zu dick, als dafs sie 
bei einer scharfen Messung batten benutzt werden konnen. Statt 
derselben brachte ich daher Spinnenf&den an, die zwar sehr fein 
und sauber waren, aber weit geringere Haltbarkeit besafsen und da- 
her zuweilen durch andere ersetzt werden muTsten. Das Yerfah- 
ren beim Einspannen neuer F&den, wie dasselbe auch bei astro- 
nomischen Instrumenten angewendet wird, ist fblgendes. 

In einem Spinn-Gewebe, an dem nicht viel Staub haftet, und 
welches wo m5glich erst vor Kurzem gesponnen ist, sucht man 
einen langeren feinen Faden aus. Einen gewdhnlichen Handzirkel 
dffnet man so weit, dafs seine Spitzen sich etwa 3 Zoll von einander 
entfemen, und klebt auf jeden Schenkel in der N&he der Spitze et- 
was weichen Wachs, am besten Baumwachs. Nunmehr h&lt man 
den Cirkel so, dafs der Faden an einem Schenkel das Wachs bertihrt 
und drilckt ihn mit dem Finger ein, alsdann befestigt man ihn in 
gleicher Weise an den andern Schenkel, um weichen man ihn auch 
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durch Drehen des Cirkels mehrmals umschlingen kann. Nunmehr 
untersucht man den gelosten Theil des Fadens mittelst des ausge- 
schrobenen Ocular -Glases, und wenn er passend befunden wird, so 
kann man mit einem weichen Pinsel die daran etwa haftenden Staub- 
chen entfernen. Der Faden besitzt, wenn er frisch gesponnen ist, 
eine bedeutende Elasticitllt^ man kann daher, um ihn scharf anzu- 
spannen den Cirkel etwas weiter 5finen. Der Ring, an weichen der 
Faden befestigt werden soil, wird auf der ebenen Grrundfl&che vor- 
her mit den n5thigen Marken versehn, damit fiber die richtige Lage 
der F&den kein Zweifel ist. Man legt ibn auf ein Blattchen weifses 
Papier, und darttber den Cirkel, so daTs die beiden Spitzen desselben' 
auf beiden Seiten des Ringes sich befinden und der Faden auf der 
ebenen Fl&che des letzteren liegt. Nunmehr untersucht man diese 
Lage mit der Loupe oder dem Ocular -Glase des Femrohrs, und 
verschiebt' den Cirkel so lange bis der Faden die Marken genau 
schneidet. Bei frischen F&den darf man ein Zerreifsen derselben 
w&hrend dieser Operation nicht besorgen, und letzteres erfolgt bei 
einiger Yorsicht auch nicht, wenn man gezwungen ist, Sltere anzu- 
wenden. Endlich wird der Faden mittelst zweier Wachskfigelchen, 
die man vorher durch Kneten weich gemacht hat, fest geklebt. In 
gleicher Weise wird auch der zweite normal auf den ersten gerich- 
tet and befestigt. Das ganze Yerfahren ist tlberaus leicht und ein- 
fach, und wenn man dabei die Loupe anwendet, so kann man auch 
schon durch diese ziemlich sicher erkennen, ob beide F&den sich 
unter rechten Winkeln schneiden. Sollte aber ein Faden reifsen , so 
ist er leicht durch einen andern ersetzt. 

Diese Fftden stellen sich besonders auf stark erleuchtetem Hin- 
tergrunde als scharf gezogene feine Linien dar, auf dunklem Laube 
sind sie weniger deutlich, doch ist mir nie der Fall vorgekommen, 
dafs ich aus diesem Grunde die Stationen h&tte verktlrzen mtkssen. 
Die scheinbare Dicke der F&den entsprach einem Winkel von 8 Se- 
cunden, wie sich aus der Beobachtung besonderer Marken in weiten 
Entfemungen ergab. 

Zur Beurtheilung des Standes der Luftblase waren an den En* 
den derselben auf jeder Seite in die Libelle zwei Striche eingerissen, 
die } Linie von einander entfernt waren. Sie begrenzten die L&nge 
der Luflblase bei den verschiedenen Temperaturen. Hierdurch war 
die Gelegenheit geboten, die Empfindlichkeit der Libelle zu 
prflfen. Der eine Yisirstab wurde in 30 Ruthen Entfemung vom 
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Instramente aufgestellt, und wfthrend ich das eine Ende der Blase 
abwechselnd mit dem einen und dem andem Striche anf der Libelle 
in Bertdirang brachte, las ich die folgenden Hdhen ab 



1) 5'n",9 


2) 


6' 0",2 


8) 5'11",9 


4) 


6' 0",1 


5) 6' 0",0 


6) 


6' 0",1 


7) 6' 0",0 


8) 


6' 0",2 


9) 5'11",9 


10) 


6' 0",1 


Mitt*l 5' 11",94 




6' 0",14 



Wenn demnach die Lage der Blase sich um | Linie verftnderi, 
so hebt sioh die Visirlinie im Abstande von 30 Buthen um 0,2 Zoll, 
oder im Winkel um 9\ Secunden. Es ergiebt sioh daraus der ErOm- 
mungs- Radius der Libelle gleich 50 FuTs. Der Fehler beim Ein- 
stellen wird, wenn nicht vielleicht ein starker Wind das Instrument 
in Schwankung versetzt, nicht leicht dem halben Abstande jener 
beiden Striche gleich kommen, oder 5 Secunden betragen. Der 
wahrscheinliche Fehler der Messung war, wie nachstehend gezeigt 
werden wird, in der That bedeutend geringer. 

§ 52. 

Es ist schon erw&hnt worden, wie sehr durch Anwendung be- 
weglioher Tableaus die Sicherheit der ganzen Operation beeintr&ch- 
tigt und die Einftkhrung einer scharfen Controlle fast unm5glich ge- 
macht wird. Diese Tableaus wurden daher von mir nicht benutzt 
und die Latte mit einer scharf markirten Eintheilung ver- 
sehn, die unmittelbar durch das Femrohr abgelesen werden konnte. 
Dabei mu&ten aber an die Latten eiserne Schuhe befestigt werden, 
damit sie sich leicht in den Boden stofsen liefsen, und indem ein 
Drehen derselben alsdann nicht mdglich war, so mulsten sie auch 
auf beiden Seiten tlbereinstimmend eingetheilt sein. 

Die Latten aus reoht geradefasrigem Eiefemholz geschnitten 
waren 10 FuTs lang, 2| Zoll breit und 1| Zoll stark. Am untem 
Ende war jede mit einem pyramidal geformten eisemen Schuh ver- 
sehn. Zwei soloher Latten wurden angefertigt und jede auf beiden 
Seiten ttbereinstimmend mit schwarzer Oelfarbe auf weifsem Unter- 
grunde bezeichnet. Beide waren jedesmal im Gebrauche, so dafs 
das Niyellement ganz sieher an die folgende Latte angeschlossen 
werden konnte, bevor die vorhergehende ausgezogen wurde. 

Die Bezeichnung des Maafses mufste jedenfalls ziemlich 
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einfieioh sein, um beim Ablesen Y erwechselungen zu vermeideiL Aufser- 
dem w&re es gewifs erwtinscht gewesen, wenn feinere Theilungen 
hfitten gew&hit werden dtUfen um etwa die einzelnen Zehntheile 
eines ZoUes noch zu markiren. Letzteres mufste aber mit Rticksicht 
auf die Deutlichkeit unterbleiben, und es liefs sich auch ohne Nach- 
theil entbehren, indem diese Unterabtheilungen sehr sicher ge- 
8ch&tzt werden konnten. 

Gegen die Zuyerlfissigkeit solcher Sch&tzungen werden oft Zwei- 
fel erhoben. Dab diese jedoch ungegrQndet sind, ergiebt sich am 
deutlichsten aus den astronomischen Beobachtungen. So wird die 
Zeit des Durchganges eines Stemes durch einen Faden im Mittags- 
femrohre in Zehntheilen der Secunde notirt, wfihrend die Uhr nur 
ganze Secunden schl&gt. Eleinere Iniervalle darf sie auch nicht an- 
geben, weil man dieselben doch nicht z&hlen kdnnte, und dadurch 
die Unsicherheit noch grdfser werden wflrde. Das Yerfahren bei 
diesen Beobachtungen ist folgendes. Man merkt sich die Stelle, 
wo der Stern im Moment desjenigen Secundenschlages steht, der 
dem Dnrchgange durch den Faden vorangeht, und vergleicht diese 
Entfemung vom Faden mit deijenigen, die beim folgenden Secun- 
denschlage auf der andem Seite sich bildet. Man theilt also einen 
Raum, dessen Begrenzung nur momentan und zwar nicht gleichzeitig 
gegeben ist, durch Sch&tzung in 10 Theile und bestimmt hierdurch 
dasMaafs. Die Uebereinstimmung dieser Beobachtungen unter sich 
zeigt aber unverkennbar, dais ein getlbter Astronom dabei nicht um 
ein Zehntel Secunde irrt, wenn nur der Weg in der Secunde einige 
Ausdehnung hat, oder der Stem nicht zu nahe am Pole steht. 

Die Anwendung eines fthnlichen Yerfahrens auf den Fall, wo 
man dauemd die beiden Grenzen sieht und mit yoUer Muise die 
Sch&tzung ausfilhren kann, ist daher ganz sicher. Man wird gewifs 
nie zweifelhaft sein, ob der Faden den dritten oder vierten Theil 
des Baumes abschneidet, und doch ist der Unterschied zwischen 
diesen beiden Grdfsen nor 0,083 also weniger, als ein ZehnteL 
Wenn nur die Einheit eine hinreichende Ausdehnung hat, deren 
Zehntheile sich noch ^Kennen lassen, so wird man diese mit einiger 
Uebung so sicher sch&tzen, dafs man nie einen Fehler von einem 
ganzen Zehntel begeht. Nur in dem Falle, wenn das Maafs nahe 
in die Mitte zwischen zwei Zehntel flQlt, geschieht es leicht, dafs 
man bei wiederholten Ablesungen bald dieses bald jenes der beiden 
zunfichst liegenden triffi;, aber der Fehler ist alsdann geringer, als 
ein Zehntel. 

11 
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Hiemach w&hlte ich die in nebenstehender 
Figur dargestellte Eintheilung. Die einzelnen 
ZoUe bilden abwechselnd weifse und schwarze 
Rechtecke, so dafs jeder Zoll, welcher einer gera- 
den Zahl entspricht (2, 4, 6, 8, 10 und 12) durch 
ein schwarzes Yiereck bezeichnet wird. Urn das 
Zfihlen der Zolle aber zu erleichtern, befindet sich 
am obern Ende jedes scchsten Zolles ein schwar- 
zer Kreis. Zur Unterscbeidung der Fufse sind 
die betreffenden Zolle abwcchsend an der linken 
und rechten Seite aufgetragen, so dais jeder Fufs, 
der einer geraden Zabl entspricht, auf der rechten 
Seite steht. Aufserdem ist der 12teZoll des vier- 
ten und des achteu Fufses durch die ganze Breite 
der Fl&che hindurchgezogen. Genau dieselbe Be- 
zeichnung war auf der andem breiten Seite der 
Latte angebracht und zwar genau in gleicher H5he, 
und eben so hatte ich auch die zweite Lattc be- 
zeichnet. Um aber die beiden Latten von einan- 
der zu unterscheiden und Verwechselungen zu 
vermeiden, wenn etwa irrthClmlich zuerst das Fern- 
rohr nach der vorderen Latte gerichtet werden 
soUte, so war auf der einen Latte and zwar auf 
beiden Seiten derselben der 12te ZoU des zehn- 
ten Fufses fiber die ganze Breite fort ausgezogen, 
und diese Marke wurde jedesmal vor das notirte 
MaaTs vorgeschrieben. 

An diese Bezeichnung hatte ich mich in kur- 
zer Zeit so gew5hnt, dafs im Ablesen der Fufse, 
wie der Zolle kein Irrthum jemals vorkam, der 
aus dem ControUiren sich sogleich hatte ergeben 
mOssen. Eben so zeigten auch die ControUen, 
von denen im Folgenden die Rede sein wird, dafs 
die Sch&tzungen durchaus zuverlassig waren und 
der wahrscheinliche Fehler derselben weniger als 
0,1 Zoll betrug. 

Bourdaloug hat, um die Schfttzungen auf das 
geringste MaaTs zurttckzufilhren, viel complicirtere 
Bezeichnungen gew&hlt, und zwar sehr verschie- 
dcne, die bei grofserer oder kleinerer Entfemung 
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der Latten angewendet wurden. Ftlr die geringBten Entfemungeo 
konnten sogar einzelne Millimeter (0,038 ZoU) tmmittelbar abgelesen 
werden. Die Benutzung verschiedener Yisirlatten war indessen ge* 
wifs b5chst unbequem, und man muTs bezweifeln, ob die dadurch 
err^idbte Genauigkeit wirklicb grdfser war, da doch die Ocular -R5hre 
nicht ibglich verstellt werden durfte, ohne die Berichtigung der Li- 
belle aufzuheben. Eommt noch dazu, dafs diese Latten nicbt fest 
in den Boden eingestofsen, sondern nur lose aufgestellt und beim 
ZurQckvisiren umgedreht wurden, so diirfte wohl die vorstehend be- 
schriebene, tiberaus einfache Bezeichnungs-Art der Latten unbedingt 
den Vorzug vor der franzosischen verdienen. 

§53. 

Nachdem vorstehend sowohl das Instrument, als auch die Yi- 
sirlatten, deren ich mich bediente, beschrieben.sind, ist es noch n5- 
thig das ganze Verfahren beim Nivelliren nfther zu bezeichnen« 

Wenn die Latte 35 Ruthen vom Instrumente entfemt war, er- 
schienen die einzelnen ZoUe noch als Quadrate mit scharfen E2cken, 
und der Fehler der Schatzung blieb unter 0,1 Zoll. In weiteren Ab- 
stftnden rundeten sich die Ecken ab, und die Sch&tzung war weni- 
ger genau. Hiemach bestinmite sich das Maafs der Entfemung, 
doch verminderte ich letztere noch etwas, um eine grdfsere Sicher- 
heit zu erreichen. 

Nach der mir gestellten Aufgabe sollte die Hdhenlage des Terrains 
Yon 10 zu 10 Ruthen angegeben , und bei vorhandenen merklichen 
Seitengef&llen auch die Querprofile gemessen werden. Hiemach 
muTste zun&chst in gewohnlicher Weise der Nivellementszug auf ge- 
nommen und die erforderlichen Pfltiilchen nach der Eette eingeschla- 
gen werden. Eine wesentliche Abweichung von der tlblichen Me- 
thode trat aber in sofern ein, als weder das Instrument noch die 
beiden beschriebenen Latten fiber diese Pf&hlchen gestellt, sondern 
die Stellen, wo sie standen, nur durch Abzahlen von Schritten gegen 
die Pfilhle normirt wurden, und das Haupt-Nivellement von letzteren 
ganz unabhfingig war, auch zuweilen wenn etwa die Sonne bei nie- 
drigem Stande gerade in die Linie traf, sich von derselben im Zick- 
zack entfernte, wie bereits mitgetheilt ist. 

Die Latten wurden an die jedesmal von mir bezeichneten Stel- 
len so eingestofsen und gerichtet, dafs sie in den passenden und 
mSglichst gleichen Entfemungen vom Instrumente sich befanden, 
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und dais von der vorderen aus auch das Niyellement bequem weiter 
fortgesetzt werden konnte. Endlich muTste auch jede Latte lothrecht 
stehn. Zu diesem Zwecke fiihrte der Arbeiter ein Loth bei sich, 
und nach diesem prfifle ich jedesmal selbst die Stellung und zwar 
in zwei normalen Bichtungen. War eine Latte in dieser Weise 
eingestellt, so mufste der Arbeiter si eh sogleich davon entfemen, 
und Niemand durfte sie berQhren oder sicfa ihr auch nur n&hem, 
bis das Nivellement auf die folgende Latte voUstandig fibertra- 
gen war. 

Das Niveau wurde jeden Morgen vor dem Beginne der Ar- 
beit, wo mdglich iiber stehendem Wasser, sonst aber zwischen den 
beiden Visirlatten, wie oben (§ 46) beschrieben, berichtigt. Dieses 
geschah auch wahrend des Tages, wenn etwa eine zufalllge Erschtkt- 
terung vorgekommen war, die moglicher Weise eine Verstellung der 
Libelle veranlafst haben konnte. Nach einer solchen Berichtigung 
durfte keiner der Gehtdfen das Fernrohr mit der Libelle beriihren 
oder es zugleich mit dem Stativ aufheben. Ich trug es jedesmal 
selbst frei in der Hand. 

Sobald zu einer neuen Station tlbergegangen werden sollte, 
schickte ich einen Arbeiter zurdck, um die hintere Yisirlatte auszu- 
ziehn und herzubringen. Ich hob das Fernrohr ab, das Stativ nebst 
einer dritten leichteren Yisirlatte und den ganzen iibrigen Apparat 
trugen zwei Arbeiter und wir gingen alle zusammen bei der vordern 
Yisirlatte vorbei, wobei immer und namentlich bei neuen Arbeitern 
sehr grofse Aufmerksamkeit nothig war, die Leute von dieser Latte 
entfemt zu halten. Namentlich war dieses erforderlich , wenn die 
Arbeiter in andern Yerh&ltuissen an Scheindienste gewdhnt waren. 
Sie woUten alsdann immer den lothrechten Stand der Latte prdfen 
und denselben berichtigen. Nach Maafsgabe der vorher eingeschla- 
genen Pfahlchen liefs sich leicht der Punkt bestimmen, auf den das 
Instrument zu stellen war, doch vermied ich stets, es unmittelbar 
liber eines der Pfahlchen zu bringen. Das Stativ wurde hier aufge- 
richtet, die Ftifse gehorig fest in den Boden eingedrfickt, und das 
Fernrohr darauf gelegt Nunmehr ging ich mit dem Manne, der 
die zweite Latte trug, bis zu dem Punkte, wo diese stehn sollte. Er 
stiefs sie fest in den Boden und richtete sie nach dem Lothe. Nach- 
dem ich mich (iberzeugt, dafs dieses mit hinreichender Schflrfe ge- 
schehn, auch die Eintheilung sowohl rQckw&rts, als vorw&rts deutlich 
gesehn werden konnte, gingen wir zurfick. 

Hierauf wurde die Stellung des Instrumentes berichtigt und mit- 
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telst der vier Schrauben neben der Nufs die vertikale Achse loth- 
recht gerichfet, wobei die Libelle zur Norm diente. Wenn hierbei 
auch keineswegs eine grofse Genauigkeit erforderlicb war, so mufsten 
doch merkliche Abweichungen vermieden werden, weil sonst bei 
dem Umdrehen desjenigen Tbeiles der auf dieser Acbse rubte, die 
Hdhe des Femrohrs beim Yor- und BlickwSxts-Yisiren nicht die- 
selbe geblieben w&re, indem jedesmal durch Heben oder Senken des 
einen Lagers die Libelle zum Einspielen gebracht wurde. War die- 
ses *geschehn, so warden mit mdglichster Sorgfalt au der hintem 
und vorderen Latte die Maafse abgelesen und notirt, dabei aber auch 
jedesmal die Latte bezeichnet, auf der die Ablesung geschah. 

Alsdann ging der Arbeiter, der eine dritte Latte trug, zu den 
verscbiedenen auf diese Station treffenden Pfahlchen und stellte sie 
an dieselben. Diese Latte war in gleicher Weise, wie die andem, 
jedoch nur auf einer Seite bezeichnet, auch hatte sie keine Spitze, 
und war nur unten mit Blech beschlagen. Ihre Lfinge betrug 12 Fufs, 
ihre Breite l^ ZoU und ihre StUrke f Zoll. Sie wurde neben jedem 
Pfahlchen auf den Boden gestellt, und mit dem Femrohr las ich an 
ihr das Maafs ab. In gleicher Weise wurden auch die Querpro- 
file, die Deiche, Brtlcken und andre Gegenst&nde und wenn es ndthig 
schien auch sonstige Erhebungen oder Senkungen des Terrains in 
der Nfihe gemessen. Grofse Genauigkeit war dabei ganz entbehrlich, 
da man die Terrain -Hohen doch nicht bis auf 1 Zoll sicher zu mes- 
sen braucht, und die hierbei vorkommenden Fehler keinen Einflufs 
auf das Haupt-Nivellement haben. 

Nur der Wasserstand in dem Bache daneben, dessen Cana- 
lisirung in Aussicht genommen war, mufste mit grofser Sch&rfe ge- 
messen werden. Zu diesem Zwecke wurde diese dritte Stange in 
das Wasser fest eingestofsen und nach dem Lothe gerichtet. Nach- 
dem ich daran das Maafs durch das Femrohr abgelesen hatte, las 
ich noch das Maafs in der Hohe des Wasserspiegels ab. Dieser 
Bach trieb indessen mehrere MQhlen und sein Niveau war tlberaus 
ver&nderlich. Um daher aufser diesen zufalligen Wasserst^nden, die 
sehr verschieden waren, noch ein etwas sichereres Urtheil tiber die 
Anschwellungen beim kraftigen Betriebe der Mflhlen zu gewinnen, 
wurden schon Tages vorher, wahrend die Festpunkte eingerichtet 
wurden, an welche sich das Nivellement anschlofs, ohnfern eines je- 
den solchen ein hSherer Pfahl am Rande des Baches eingetrieben, 
und derselbe etwa 1 Fufs hoch iiber Wasser mit z&hem Thon be- 
strichen. So hoch das Wasser in der Zwischenzeit gestiegen war, 
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worde der letztere abgespUlt, und man konnte daher dorch das Ni- 
vellement etwa bis auf eine Linie genau die grolste Hobe der vor- 
angegangenen Anschwellung feststellen. 

Um sogleicb die Ueberzeugung zu gewinnen dafs in dem Haupt- 
Nivellement kein Fehler begangen sei, drdckte iob hierauf die Flifse 
des Stativs etwas tiefer in den Boden ein, richtete au& Neue die 
vertikale Achse und visirte nochmals gegen die beiden Hauptlatten. 
Icb erhielt dabei andre Maafse als das erste mal, nnd berechnete 
sogleicb ans jenen, wie aus diesen, die Hdhendifferenzen. Stimmten 
diese bis auf 0,1 ZoU mit einander tlberein, so wurde zur nSchsten 
Station Ubergegangen , im entgegengesetzten Falle aber unter ver&n- 
derter Aufstellung des Instrumentes die Operation nochmals wieder- 
holt. Letzteres war jedocb nur sehr selten erforderlich. 

Die so eben erw&hnten Festpunkte wurden in Entfemungen 
von einer Viertel-Meile ausgesucht oder eingerichtet, und nur wenn 
es sich um Verbindungs-Niyellements handelt, wobei also die Hdhen- 
lage des Terrains nicht in Betracht kam, wurden weitere Entfemun- 
gen, zuweilen sogar von einer halben Meile gewahlt. Scharf mar- 
kirte Plinthen massiver Creb&ude, Fachbaume, MerkpfUhle an Miihlen 
und andre Gegenst&nde dienten als Festpunkte, docb meist sab icb 
micb gezwungen, daneben noch andere Bezeichnungen anzubringen, 
die wenn sie auch nicht dauemd erhalten werden konnten, doch 
einen sch&rferen AnschluTs des Nivellements gestatteten und nament- 
lich f&r die folgende Gontrolle nothwendig waren. Sie bestanden 
in starken NSgeln oder Bolzen von 5 ZoU LEnge, die mit cylindri- 
schen Kopfen von J Zoll Durchmesser und Hohe versehn waren. 
Diese Hohe war nothwendig, damit die Kdpfe noch in das Holz 
eingetrieben, und alsdann nicht mehr mit einer Zange gefafst werden 
konnten. Zwei kreuzweise eingefeilte feine Rinnen markirten ihren 
Mittelpunkt. Sie wurden jedesmal so eingeschlagen, dafs eine der bei- 
den Hauptlatten unmittelbar daneben eingestellt utid gerichtet werden 
konnte. Durch VerlSngerung der Theilstriche der Latte mittelst 
eines dardber gelegten kleinen Lineals liefs sich alsdann die Hdhe 
des Festpunktes sehr sicher bestimmen. 

Endlich wurde die ganze Linie zwischen je zwei Festpunkten 
wieder zurtLck nivellirt. Das Instrument, wie die beiden Haupt- 
latten, die dabei allein benutzt wurden, nehmen auf jeder Station 
andere Hdhen ein, woher alle Maafse verschieden waren und die 
Yergleichung mit der frtlhern Messung erst schliefslich angestellt 
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werden konnte. Bei Aufstellung des Instramentes und der Latten 
wurde dieselbe Vorsicht und Sorgfalt angewendet, wie das erste Mai, 
aber die sammtlichoii Neben-Messungen unterblieben. Welche Ue- 
bereinstimmung dadurch erreicht wurde, wird nachstehend mitgetheilt 
werden. 



§ 54. 

Es ergiebt sich aus yorstehender Beschreibung der Mefsapparate 
und der Benutzung derselben, dafs viele der gewohnlichen Veran- 
lassungen zu Pehlern dabci ganz vermieden, oder Letztere auf sehr 
nahe liegende Grenzen zurftckgefiibrt wurden. Nach der gew&hlten 
Berichtigungs-Methode und der vorsichtigen Behandlung des berich- 
tigten Instrumentes war eine falsche Einstellung des Niveaus nicht 
zu besorgeu, und ich durfte daher, wenn die Umstande dieses erfor- 
derten, auch in ungleichen Entfernungen visiren,' was jedoch im AU- 
gemeinen immer vermieden ist, und wobei fttr bedeutende Ungleich- 
heiten die notbigon Correctionen berechnet werden mufsten. Die 
Fehler beim Richten der Tableaus, beim Festhalten derselben bis 
7A\r Ablesung und beim Aufstellen und Umdrehn der Visirlatten 
fielen ganz fort. Es blieben in der That nur die Fehler tlbrig, 
die beim Einspielen der Luftblase und beim Ablesen der 
Maafse begangen werden. Um diese zu ermittein, und um zugleich 
zu erfahren wie grofs dieselben bei verschiedenen Entfernungen der 
Visirlatte sind, machte ich vor dem Beginne der Arbeit bei ruhiger 
Witterung und gtlnstiger Heleuchtung die folgenden Versuche.. Vor 
jeder einzelnen Messung wurde aber die Libelle verstellt und darauf 
wieder die Blase zum Einspielen gebracht. 

Die Resultate waren die nachstehenden. Die erste Columne 
giebt die abgelesenen HShen an, wobei jedoch die Fufse nicht be- 
rilcksichtigt sind, die zweite die Abweichungen derselben vom Mittel 
und die dritte die Quadrate der letzteren. 

I. Im Abstande von 5 Ruthen. Das Bild war sehr undeutlich. 
10",85 +0,01 0,0001 

10",85 -+-0,01 0,0001 

10",8 — 0,04 0,0016 

10",8 —0,04 0,0016 

ICr^ +0,06 0,0036 

Mittel 10",84 Summe 0,0070 
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Ftir die in § 22 gew&hlte Bezeichnnng ist 

a?ip = 0,0070 
« = 5 

daher der wahrscheinliche Beobachtungsfehler 

n/>^iK i/0,0070 

fc sa 0,6745 y ^ 

= 0,0282 ZoU 

oder im Winkel 8,09 Secunden. 

n. Im Abstande von 10 Rathen. Das Bild war wegen der 
zu grofsen N&he noch nicht deutlich. 

5",05 + 0,06 0,0036 

5",0 + 0,01 0,0001 

5",0 + 0,01 0,0001 

4",95 — 0,04 0,0016 

^,96 _ —0,04 0,0016 

4",99 0,0070 " 

der wahrscheinliohe Fehler ergiebt sich hieraus 

w = 0,0282 ZoU 
oder 

= 4,04 Secnnden 

m. Im Abstande von 20 Rnthen 

2",6 — 0,06 0,0036 



2",7 


+ 0,04 


0,0016 


2",7 


+ 0,04 


0,0016 


2",7 


+ 0,04 


0,0016 


2",6 


— 0,06 


0,0036 


2",66 


d»r = 


: 0,0120 


hieraos folgt 


u> s 0,0370 ZoU 




oder 


ss 2,65 Secanden 




lY. Im Abstande 


▼on 30 Buthen 




11",7 


— 0,03 


0,0009 


11 ",8 


+ 0,07 


0,0049 


11",8 


+ 0,07 


0,0049 


11",7 


— 0,03 


0,0009 


11",7 


0,03 


0,0009 


11",7 


— 0,03 


0,0009 


11",73 


XX' 


= 0,0134 
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Indem in diesem Falle sechfl Beobaohtnngen gemacht siod, also 

m SB 6, ergiebt sich 

to » 0,0345 ZoU 
oder im Winkel 

=s 1,66 Secunden 
V. Im Abatande von 35 Buthen 

0",2 — 0,10 0,01 
0",3 0,00 0,00 
0%S 0,00 * 0,00 
0",2 — 0,10 0,01 
0",4 + 0,10 0,01 
0",4 + 0,10 0,01 
0",3 0,00 0,00 





0",30 


to — 0,0551 ZoU 


= 0,04 


oder 


« 


= 2,25 Seconden 




VI. 


Im Abstande 


von 40 Rutben 






4'',8 


— 0,12 


0,0144 




4",9 


— 0,02 


0,0004 




5",0 


-1-6,08 


0,0064 




4",9 


— 0,02 


0,0004 




5",0 


4-0,08 


0,0064 




5",1 


-1-0,18 


0,0324 




4",9 


0,02 


0,0004 


« 


4",8 
4",92 


— 0,12 


0,0144 




XX = 


= 0,0752 


hieraos folgt 










w » 0,0699 ZoU 




im Winkel 


Bi 2,50 Seconden 




Vll. 


Im Abatande 


Ton 50 Rutben 






4",0 ■ 


— 0,04 


0,0016 




4",3 


4-0,26 


0,0676 




4",1 


4-0,06 


0,0036 




8",8 


0,24 


0,0576 




4",2 


4- 0,16 


0,0256 




4'',0 


— 0,04 


0,0016 




4M 


4-0,06 


0,0036 




3",8 


— 0,24 


0,0576 




4",2 


4-0,16 


0,0256 




3",9 


— 0,14 


0,0196 



4",04 XX = 0,2640 
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10 =r 0,1155 ZoU 
oder 

= 3^31 Secunden 

YIII. Im Abstande von 60 Ruthen 



• 


10",3 


H-0,21 




0,0441 




10",0 


0,09 




0,0081 




9",8 


— 0,29 




0,0841 




10",1 


-H0,01 




0,0001 




9-,6 


— 0,49 




0,2401 




10",4 


H-0,31 




0,0961 




10",4 


+ 0,31 


XX 


0,0961 




10",09 


= 0,5687 


also 














IT » 0,2077 ZoU 




oder 











= 4,96 Secunden 
Au8 diesen Yersuchen geht hervor, dafs in Abst&nden von etwa 
30 Ruthen der Fehler im Winkel am geringsten ist. In geringeren 
Entfernungen wird er grdfser, weil man durch blofte Sch&tzung den 
ZoU nicht fUglich weiter, als in 20 Theile eintheilen kann. Ueber- 
dies ist das Bild nicht deuUich, da man die Ocularr5hre nicht ver- 
stellen darf^ ohne die Berichtigung der LibeUe aufzuheben. In gro- 
fsen Abst&nden nimmt der Fehler gleichfalls zu, da der einzelne 
Zoll zu klein wird, er auch die scharfen Ecken verliert, und daher 
die Sch&tzung der Zehntheile sehr schwierig ist. Selbst die Abzah- 
lung der ZoUe wird mflhsam und erfordert einen viel grdfseren Zeit- 
Aufwand. Im Abstande von 60 Ruthen war es sogar schwierig, die 
einzelnen Zolle sicher zu erkennen. 

£s darf kaum erw&hnt werden, dafs die vorstehende Untersu- 
chung und die daraus gezogenen Resultate keineswegs allgemeine 
Gflltigkeit' haben, dafs sie vielmebr nur darQber AufschluA geben 
soUten, in welcher Weise ich jenes Instrument am passendsten zu 
gebrauchen h&tte. Es ergab sich, dafs Abst&nde von 30 bis 35 Ru- 
then zu w&hlen w&ren, weil diese den kleinsten Fehler im Winkel 
ergaben, und die Ablesung des Maafses dabei noch leicht und sicher 
erfolgen konnte. Die wahrscheinlichen Fehler waren 

bei 30 Ruthen gleich 0,0345 Zoll 

bei 35 Ruthen gleich 0,0551 Zoll 
also bei dem Abstande von 33^ Ruthen, der durchschnittlich gew&hlt 
wurde^ 0,048 Zoll. Dieses giebt auf 100 Ruthen 

to = 0,048 • y% = 0,0831 Zoll 



\ 
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Indem ich das Haupt-NiveUement mit dem rfickwftrts ausge- 
f&hrten Controlle-Nivellement verglich, hatte ich Gelegenheit die 
Grofse der yorgekommenen Fehler noch sicherer kennen zu 
lemen. 

Die erste Strecke des projectirten Canales war 2740 Ruthen 
lang, sie zerfiel in ftnf nahe gleich gro&e Abtheilungen, deren Gren* 
zen darch die beschriebenen Nagelkdpfe markirt waren. Jede Abthei- 
lung war daher ungefahr 550 Ruthen lang, und das Haupt-Nivelle- 
ment in derselben mit Einschlufs der ControUe umfafste 1100 Ruthen. 
Die Differenzen zwischen beiden in jeder von diesen L&ngen be- 
trugen fbr die f&nf Abtheilungen 

0,4 0,0 0,1 0,3 und 0,4 ZoU 

durchschnittlich also 0,24 Zoll. Es rechtfertigt sich indessen wohl, 
den grofseren Fehlem eine h5here Bedeutung beizulegen, also die 
Fehlerquadrate zu beriicksichtigen. Das mittlere Fehlerquadrat ist 
0,084 woher der Fehler 0,29 Zoll. 

Dieser Fehler war durchschnittlich beim Nivelliren einer 1100 Ru- 
then langen Strecke begangen worden, er mufs daher ftir diese Lange 
als der wahrscheinliche angesehn werden. Hieraus ergiebt sich der 
wahrscheinliche Fehler filr eine 11 mal kleinere L&nge oder auf 
100 Ruthen 

to = ^^~ = 0,087 Zoll 

also um ein Geringes grSfser als jene Versuche ergeben batten. 
Hieraus lassen sich leicht die wahrscheinlichen Fehler f&r grdfsere 
Lftngen berechnen, namlich 

auf { Meile 0,20 Zoll 

auf i Meile 0,28 Zoll 

auf 1 MeUe 0,39 Zoll 

auf 2 Meilen 0,55 Zoll 

auf 5 Meilen 0,87 Zoll 

auf 10 Meilen 1,24 Zoll 

Nach dem PreuTsischen Feldmesser-Reglement vom 1 Decbr. 1857, 
worin die zulassigen Fehler fClr verschiedene Langen der Nivelle* 
ments-Ztlge den Regeln der Wahrscheinlichkeits-Rechnung entspre- 
chend angegeben sind, ist auf 100 Ruthen L&nge ein Fehler von 
0,671 Zoll noch gestattet. Derselbe ist also 7,7 mal so grofs, als 
jener wahrscheinliche Fehler, und ich konnte daher (§ 26) 1 gegen 
1 wetten, dafs unter einer Million solcher Nivellements der Fehler 
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nur einmal diese Grenze erreichen wird. Die Sicherheit war daher 
nach gewdhnlichen Begri£Pen als eine absolute anzusehn. 

Bei ungiinstiger Witterung wurden indessen die Fehler viel be- 
deutender. So lange die Abweichungen auf die Lange einer Viertel 
Meile bei der ControUe sich noch UDter 9 Linien herausstellten, liefs 
ich die Besultate gelten, indem die mdglichste Beschleunigung ge- 
boten war, doch kamen nicht selten Abweichungen von 1 ZoU, 
und einmal sogar bei sehr stQrmischer Witterung von 1,7 Zoll Tor. 
In diesen Fftllen mufste die Messung unter gOnstigeren Umstfinden 
wiederholt werden. 

Schliefslich sollte noch die Hdhenlage verschiedener weit aus- 
gedehnter Seen ermittelt werden und zu diesem Zwecke ftlhrte ich 
das Nivellement das mit EinschluTs der Wasserfl&chen etwa 20 Mei- 
len lang war, wieder auf den Punkt zurQck, von dem ich ausgegan- 
gen war. Die Witterung blieb wahrend dieser Zeit tlberaus gOnstig 
und so ruhig, dafs ich keinen Anstand nahm die Wasserflachen als 
horizontal anzusehn. Das Resultat war, dafs ich bis auf 0,9 Zoll 
wieder in den Horizont des Anfangs-Punktes zurfickkam. 

§ 55. 

'Der VoUstfindigkeit wegen mufs mit wenig Worten noch der 
sogenannten trigonometrischen Nivellements gedacht werden, 
die man vielfach als besonders genau empfohlen hat. Sie unterschei- 
den sich von den beschriebenen theils durch die viel grdfsere L&nge 
der Stationen und theils dadurch dafs man nicht im Horizont visirt, 
sondem die H5henwinkel mifst. An jedem Endpunkte der Sta- 
tion wird ein Universal -Instrumennt aufgestellt Beide richtet man 
gleichzeitig gegen einander und mifst die Zenith -Distanzen. Die 
Complemente beider sind die Elevations- oder Depressions -Winkel 
gegen den Horizont, und letztere mflfsten gleich groiis sein, wenn 
keine Strahlenbrechung statt f&nde. Die halbe Differenz beider vom 
Zenith gemessenen Winkel giebt aber die wahre Elevation oder 
Depression an, indem die Strahlenbrechung unter der sehr wahr- 
scheinlichen Yoraussetzung, dafs der Lichtstrahl in der Yertikal- 
Ebene einen Kreisbogen beschreibt, bei dieser Verbindung verschwin- 
det. Gewifs ist dieses Verfahren sehr passend, wenn lange Stationen 
gew&hlt werden mtlssen, well die Strahlenbrechung sehr variabel 
und von der Temperatur, wie vom Feuchtigkeits-Zustande der Luft 
abh&ngig ist und oft in wenig Stunden sich bedeutend &ndert« Na- 




\ 



178 

mentlich bemerkt man dieses vor meilenweit ausgedehnien Wasser- 
fl&chen, wo die dahinter liegenden Thtirme zuweilen im Horizonte 
verschwinden und zuweilen tlber denselben weit vortreten. 

Vergleicht man indessen dieses trigonometrische Nivellement 
mit dem beschriebenen, so ist der erw&hnte Vortheil von wenig Be- 
deutung, weil man bei dem letzteren durch die geringe Lftnge der 
Stationen und die m5glichst gleichen Entfernungen im Vor- und 
Zurflckvisiren sich schon dem EinfluTs der Strahlenbrechung beinahe 
ganz entzieht, auch die hierdurch vielleicht noch eingefbhrten kleinen 
Fehler sich grofseniheils auf heben oder in Rechnung gestellt wer- 
den k5nnen. Dazu kommt noch dais man beim gew5hnlichen Ni* 
vellement vorzugsweise nur im Einstellen der Libelle fehlt, bei 
dem trigonometrischen aber in gleichem MaaTse auch im Ablesen 
der Winkel. Jedenfalls sind dabei grdfsere und genaue Instrumente 
erforderlich, welche gestatten, die Winkel eben so scharf zu messen, 
wie die Libelle sich einstellen l&fst. Hierdurch wird eine sehr sichere 
Aufstellung der Instrumente geboten und vielfache Vorbereitungen 
zur Messung so wie auch die geod&tische Fesdegung der Stations* 
Punkte sind erforderlich, woher die ganze Operation ohnerachtet der 
geringeren Anzahl der Stationen doch einen grdfseren Zeitaufwand 
in Anspruch nimmt. Der Vortheil beim gewdhnlichen Nivellement, 
dafs man n&mlich zugleich die Hohenlage des gahzen Zuges erh&lt, 
verschwindet hierbei. Endlich aber ist derselbe Fehler in dem Hd- 
hen winkel bei der langen Station nachtheiliger, als in der kurzen, 
weil die Anzahl der letzteren grdfser.ist, man also ein gegenseitiges 
Aufheben der Fehler mit mehr Wahrscheinlichkeit erwarten darf. 
Dem letzten Uebelstande sucht man zwar dadurch zu begegnen, dafs 
man jene Zenith winkel sehr vielfach mifst, da dieses aber unmittel- 
bar hinter einander geschehn muTs, so bietet es nicht die Sicherheit, 
welche man durch eben so viele partielle Messungen erreichen wtLrde. 

Aus diesen GhrQnden empfiehlt es sich wohl nicht, ein trigono- 
metrisches Nivellement zu wfihlen, wenn nicht wegen Unzug&nglich- 
keit des Terrains vom gewohnlichen Verfahren Abstand genommen 
werden mufs. Wenn diese Ansicht auch gegenwSrtig allgemein Ein- 
gang gefiinden hat, so ist dennoch in den Jahren 1839 und 1840 
ein trigonometrisches Nivellement l&ngs der Oder von Oderberg un- 
terhalb Eflstrin bis zur Oesterreichischen Grenze zur Ausfbhrung 
gekommen. Filr dasselbe wurden die erforderlichen Instrumente 
von namhaflen Ktlnstlern beschafft, auch die Operation nicht iibereilt, 
vielmehr zwei Sommer darauf verwendet, und die ganze Ausfbhrung 
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erfolgte mit Sachkenntnifs and Geschicklicbkeit, die Resultate lassen 
indessen keineswegs irgend welche YorzDge vor andem sorgfiQtigen 
Nivellements erkennen*). 

Das Hauptnivellement umfafste nalie 80 Meilen. Die Stationen 
sollten ungefthr 2 Meilen lang sein, sehr h&ufig mufsten sie jedoch 
viel fc&rzer, zuweilen aber auch bedeutend Iftnger gew&hlt werden. 
Die Anzahl der gleichzeitig von beiden Instrumenten jedesmal anzu- 
stellenden Messungen pder Repetitionen wurde auf vierzig festgesetzt. 
Aus den Unterschieden dieser einzebien Messungen gegen das arith- 
metiscbe Mitiel warden die wahrscheinlichen Fehler berechnet. Da- 
bei ist freilich ein kleines Versehn vorgekommen , indem das arith- 
metische Mittel als der wahre Werth, and die Abweichungen yon 
demselben als die wirklichen Fehler angesehn warden. Wenn man 
indessen die in solcher Weise berechneten Fehler, die also etwas 
za klein sind, zam Grande legt, so ergeben sich dieselben ftlr die 
Stationen von verschiedenen L&ngen in folgenden mittleren Werthen. 
Dabci sind die sehr kurzen Stationen von weniger als 750 Ruthen 
Lfinge anbeachtet geblieben, die Stationen yon 750 bis 1250 Ruthen 
sind als eine halbe Meile, yon 1250 bis '1750 als drei Yiertel Meilen 
lang and so fort berechnet. 
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Um aas diesen yerschiedenen Werthen der wahrscheinlichen 
Fehler aaf die Sicherheit der Messang za schliefsen, machte ich die 
Voraassetzang dais die wahrscheinlichen Fehler w einer gewissen, 

*) Trigonometrisches Niyellement der Oder von Oderberg unterhalb Eustrin bis 
znr Oesterreichischen Grenze Ton Hoffmann nnd Salzenberg. Berlin 1841. 
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noch unbekannten Potenz der Lfingen der Stationen / proportional 
seien. Also 

fosssr • f 
Nach der Methode der kleinsten Quadrate fand ich 

r= 1,886 
uud 

X = 1,433 
daher 

•0=1,886. ^'^^^ 

Indem die berechneten Werthe von tr hdchst unregelmftfsig fallen, 
so IfiTst sich fiber die wahre Grdfse Ton x nicht mit Sicherheit ur- 
theilen. Dennoch erscheint das gefundene Resultat einigermafsen 
begrtlndet. Eine Ausgleichung der Fehler der Winkel findet bier 
nicht statt, wie seiche beim gewdhnlichen Nivellement eintritt, weil 
die Anzahl der Repetitionen bei l&ngeren und kflrzeren Stationen 
ungefthr dieselbe geblieben ist. Der Fehler in der Hdhen- Different 
ist daher der Lftnge der Station proportional. Dagegen nimmt in 
grdfserer Entfemung die Deutlichkeit ab, auch trifil vielleicht die 
Voraussetznng in Betreff der Strahlenbrechung weniger zu, woher 
der Exponent x grdfser als 1 wird. Hiernach empfiehlt es sich ge- 
wiTs nicht, sehr lange Stationen zu w&hlen. 

Untcr Zugrundelegung des vorstehenden Ausdrucks sind die 
wahrscheinlichen Fehler auf die Entfemung 

von J MeUe 0,70 ZoU 

- 1 Meile 1,89 - 

- 2 Meilen 5,09 - 

also namendich bei grdfsern L&ngen viel bedeutender, als bei Ni- 
vellements, die nur mit der LibeUe und Fernrohr unter Beobachtung 
der nothigen Vorsichts-Maafsregeln ausgefbhrt werden. Dabei ist 
aber nicht aufser Acht zu lassen, dafs die angegebenen wahrschein- 
lichen Fehler nicht durch eine vollstfindige, und yon der ersten 
Messung unabhfingige Controlle ermittelt sind, sondem nur durch 
vielfache Wiederholung bei derselben Aufstellung des Instrumentes, 
wobei leicht die einzelnen Ablesungen in grSfserer Uebereinstimmung 
gefunden werden, als sie in einer neuen Messung unter andem fiufsem 
Umst&nden sein wtlrden. 
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Quadrat-Tabelle. 


o,x6oo 


8x 




0,80 0,6400 


x6x 




i,20| x,440o 


241 


x68x 


83 




8x 


6561 


163 




21 


4641 


243 


X764 


«5 




82 6724 


165 





22 


4884 


245 


X849 


87 




83 6889 


167 




23 


5129 


247 


X936 


89 




84 


7056 


169 




24 


5376 


249 


0,2025 


91 




0,85 


0,7225 


171 




i,*5 


1,5625 


251 


2XX6 


93 




86 


7396 


173 




26 


5876 


*53 


2209 


95 




87 


7569 


175 




27 


6129 


*55 


2304 


97 




88 


7744 


^77 




28 


6384 


257 


240X 


99 




89 


7921 


179 




29 


6641 


259 


0,2500 


xox 




0,90 


0,8100 


181 


• 


1,30 


1,6900 


261 


260X 


X03 




91 


8281 


X83 




31 


7x61 


263 


2704 


105 




92 


8464 


185 




3* 


74*4 


265 


2809 


107 




93 


8649 


187 




33 


7689 


267 


2916 


X09 




94 


8836 


189 




34 


7956 


269 


0,3025 


XXX 




0,95 


0,90*5 


191 




1,35 


1,8225 


271 


3136 


XI3 




96 


9216 


193 




36 


8496 


273 


3M9 


"5 




97 


9409 


195 




37 


8769 


275 


3364 


"7 




98 


9604 


197 




38 


9044 


277 


348X 


119 




99 


9801 


199 




39 


93*1 


279 


0,3600 


X2X 




x,oo 


1,0000^ 


201 




MO 


1,9600 


281 


37*1 


X23 




ox 


0201 


203 




41 


9881 


283 


3«44 


X25 




02 


0404 


205 




4* 


2,0164 


285 


3969 


X27 




03 


0609 


207 




43 


0449 


287 


4096 


129 




04 


0816 


209 




44 


0736 


289 


0,4225 


X3I 




hos 


1,1025 


211 

• 




1,45 


2,1025 


291 


4356 


X33 




06 


1236 


213 




46 


1316 


293 


4489 


135 




07 


1449 


215 




47 


1609 


295 


4624 


137 




08 


1664 


217 




48 


1904 


297 


476X 


139 




09 


1881 


219 




49 


2201 


299 


0,4900 


141 




1,10 


1,2100 


221 




1,50 


2,2500 


301 


5041 


143 




II 


4321 


223 




51 


2801 


303 


5184 


145 




12 2544 


225 




5* 


3104 


305 


53»9 


147 




13 


2769 


227 




53 


3409 


307 


5476 


149 




14 


2996 


229 




54 


3716 


309 


• 

0,5625 


151 




M5 


1,3**5 


231 




1,55 


2,4025 


311 


5776 


153 




16 


3456 


233 


f 


56 


4336 


313 


59*9 


155 




17 


3689 


235 




57 


4649 


315 


6084 


157 




18 


39*4 


237 




58 


4964 


317 


624X 


159 




19 


4161 


239 




59 


5281 


3x9 


0,6400 






1,20 


1,4400 






x,6o 


2,5600 





IS 



180 



A. Qnadrat-Tabelle. (Fortsetznng.) 
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623 
625 
627 
629 

631 

633 

635 

637 
639 




181 



A. Qnadrat-Tabelle. (Fortsetznng.) 



3,10 

aa 

»3 
44 

3,*5 
tS 

47 
a8 

49 

3,30 
31 
3* 
33 
34 

3.35 
36 

37 
3S 

39 

3,40 
41 
44 
43 
44 

3,45 
46 

47 
48 

49 

3,50 

{I 

53 
54 

3,55 
56 

57 
58 
59 

3,60 



10,240 

304 
368 

433 
498 

10,563 
6a8 
693 

758 
824 

10,890 
956 

ii,oax 
089 
156 

ii,aa3 
290 

357 
424 

494 

11,560 
628 
696 

765 
834 

11,903 
972 

12,041 
no 
180 

12,250 
320 
390 

461 
532 

12,603 
674 

745 
816 

888 
14,960 



64 
64 

65 
65 
65 

65 

65 

65 
66 

66 

66 
66 

67 
67 

67 

67 
67 
67 
68 
68 

68 
68 
69 
69 
69 

69 
69 
69 
70 
70 

70 
70 

71 
71 
71 

71 

71 

71 
72 

74 



3,60 
61 
62 

63 
64 

3,65 
66 

67 
68 

69 

3,70 

71 
72 

73 
74 

3,75 
76 

77 
78 
79 

3,80 
81 
82 

83 
84 

3,85 
86 

87 
88 

89 

3,90 

91 
92 

93 
94 

3,95 
96 

97 
98 
99 

4,00 



12,960 


72 


13,032 


74 


104 


73 


^77 


73 


250 


73 


13,343 


73 


396 


73 


469 


73 


544 


74 


616 


74 


13,690 


74 


764 


74 


838 


75 


913 


75 


988 


75 


14,063 


75 


138 


75 


213 


75 


288 


76 


364 


76 


14,440 


76 


516 


76 


594 


77 


669 


77 


746 


77 


14,823 


77 


900 


77 


977 


77 


15,054 


78 


132 


78 


15,210 


78 
.0 



366 

445 
544 

15,603 
682 
761 
840 
920 

16,000 



79 
79 
79 

79 

79 

79 
80 

80 



4,00 


16,000 


80 




4,40 


01 


080 


80 




41 


02 


160 


81 




44 


03 


241 


81 




43 


04 


322 


81 




44 


4,05 


16,403 


81 




4,45 


06 


484 


81 




46 


07 


565 


81 




47 


08 


646 


82 




48 


09 


728 


82 




49 


4,10 


16,810 


82 




4,50 


II 


892 


82 




51 


12 


974 


83 




54 


13 


17,057 


83 




53 


14 


140 


83 




54 


4,15 


17,223 


83 




4,55 


16 


306 


83 




56 


17 


389 


83 




57 


18 


474 


84 




58 


19 


556 


84 




59 


4,40 


17,640 


84 




4,60 


21 


744 


84 




61 


22 


808 


85 




62 


43 


893 


85 




63 


44 


978 


85 




64 


4,45 


18,063 


85 




4,65 


26 


148 


85 




66 


27 


233 


85 




67 


28 


318 


86 




68 


49 


404 


86 




69 


4,30 


18,490 


86 




4,70 


31 


576 


86 




71 


34 


662 


87 




74 


33 


749 


87 




73 


34 


836 


87 




74 


4,35 


18,923 


87 




4,75 


36 


19,010 


87 




76 


3/ 


097 


87 




77 


38 


184 


88 




78 


39 


272 


88 




79 


4,40 


19,360 


V. 




4,80 



19,360 


n 


448 


88 


536 


«9 


625 


89 


714 


89 


19,803 


89 


892 


89 


981 


89 


20,070 


90 


160 


90 


20,250 


90 


340 


90 


430 


91 


521 


91 


612 


91 


20,703 


91 


794 


91 


885 


91 


976 


94 


21,068 


94 


2r,i6o 


92 


252 


92 


344 


93 


437 


93 


530 


93 


21,623 


93 


716 


93 


809 


93 


902 


94 


996 


94 


22,090 


94 


184 


94 


278 


95 


373 


95 


468 


95 


22,563 


95 


658 


95 


753 


95 


848 


96 


944 


96 



23,040 
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A. 


Quadrat-Ta 


belle. 1 


(Fortseirong.) 








4,So 


43,040 


96 




5,ao 


47,040 


104 




5,60 


31,360 






6,00 


36,000 


V 


8i 


136 


96 




*x 


144 


104 




61 


47* 






01 


140 




8a 


%s% 


97 




** 


*48 


105 




64 


584 






04 


440 




83 


3*9 


97 




«3 


353 


105 




63 


697 






03 


361 




S4 

• 


4*6 


97 




*4 


458 


X05 




64 


810 






04 


484 




4,85 


*3,5*3 


97 




5,*5 


47,563 


105 




5,65 


31,9*3 






6,05 


36,603 




86 


6ao 


97 


• 


*6 


668 


105 




66 


34,036 






06 


744 




87 


7^7 


97 




*7 


773 


X05 




67 


U9 






07 


845 




88 


814 


98 




*8 


878 


X06 




68 


464 






08 


966 




89 


91* 


98 




*9 


984 


106 




69 


376 






09 


37,088 




4,90 


04,010 


98 




5,30 


*8,090 


106 




570 


3*,490 






6,10 


37,410 




91 


108 


98 




31 


196 


106 




71 


604 






II 


334 




9» 


ao6 


99 




3* 


30* 


107 




7» 


718 






14 


454 




93 


305 


99 




33 


409 


X07 




73 


833 






13 


577 




94 


404 


99 




34 


5x6 


X07 




74 


948 






14 


700 




4,95 


«4,503 


99 




5,35 


*8,6*3 


107 




5,75 


33,063 






6,15 


37,843 




96 


60a 


99 




36 


730 


107 




76 


178 






16 


946 




97 


70X 


99 




37 


837 


107 




77 


493 






17 


38,069 




98 


800 


xoo 




38 


944 


108 




78 


408 






18 


194 




99 


900 


100 




39 


*9,o5» 


X08 




79 


544 






19 


316 




5,00 


15,000 


xoo 




5,40 


*9,x6o 


108 




5,80 


33,640 






6,40 


38,440 




01 


100 


100 




41 


*68 


X08 




81 


756 






41 


564 




0% 


*oo 


xox 




4* 


376 


X09 




84 


874 






44 


688 




03 


30X 


lOX 




43 


485 


109 




83 


989 






43 


8x3 




04 


40* 


lOX 




44 


594 


109 




84 


34,106 






M 


938 




5,05 


*5.503 


xox 




5,45 


49,703 


X09 




5»85 


34,443 






6,45 


39,063 




06 


604 


XOX 




46 


81* 


X09 




86 


340 






46 


188 




07 


705 


lOX 




47 


9*1 


109 




87 


457 






47 


313 




08 


806 


xo* 




48 


30,030 


no 




88 


574 


118 




48 


438 




09 


908 


10* 




49 


X40 


IXO 




89 


694 


118 




49 


564 




5,10 


a6,oio 


xo* 




5,50 


30,450 


no 




5.90 


34,8x0 


118 




6,30 


39,690 


▼ 4 


IX 


II* 


10* 




51 


360 


XIO 




91 


9*8 


118 




31 


816 




la 


*i4 


103 




5* 


470 


III 




94 


35,046 


119 




34 


944 


f 


13 


317 


X03 




53 


581 


III 




93 


165 


119 




33 


40,069 




14 


4*0 


103 




54 


694 


III 




94 


*84 


1x9 




34 


196 


T 


5,15 


a6,5*3 


103 




5,55 


30,803 


XII 




5,95 


35,403 


119 




6,35 


40,343 




x6 


6*6 


103 




56 


914 


III 




96 


5** 


119 




36 


450 


T 


17 


7*9 


X03 




57 


31,045 


III 




97 


641 


119 




37 


577 


J 


18 


83* 


X04 




58 


136 


1X4 




98 


760 


140 




38 


704 


T 


«9 


936 


X04 




59 


h8 


114 




99 


880 


X40 




39 


834 


▼ 


5,ao 


»7,040 






5,60 


i3X,36o 






6,00 


36,000 






6,40 


40,960! 





40 
40 
41 
41 
41 

41 
41 
41 
44 
44 

44 

44 
43 

»3 
»3 

43 

43 

*3 
44 
44 

H 

44 
*5 

45 

*5 

»5 

*5 

*5 
46 

46 

46 
46 

^7 
47 

*7 

»7 
47 

47 

48 

48 
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6,40 
4X 
4* 
43 

44 

Ms 
46 

47 
48 

49 

6,50 
51 

5* 
53 

54 

6,55 
56 

57 
58 
59 

6,60 
6z 
6« 

63 
64 

6,65 
66 

6S 
69 

6,70 

71 
7» 
73 
74 

6»75 
76 

77 
7« 
79 

6,80 







A. 


Qnadrat-Tabelle. 


(Fortsetstmg.) 








40,960 


xa8 




6,80 


46,240 


136 




7,20 


51,840 


144 




7.60 


57,760| I 


4Z,oSS 


»8 




8z 


376 


136 




2X 


984 


144 




61 


9x2 




az6 


129 




82 


5X2 


137 




22 


52,X28 


145 




6ft 


58,064 




345 


x»9 




83 


649 


X37 




*3 


v]i 


H5 




6j 


2x7 




474 


Xft9 




84 


786 


137 




»4 


418 


145 




64 


370 




41,603 


xft9 




6,85 


46,9*3 


137 




7»*5 


54,563 


145 




7»65 


58,543 




73a 


129 




86 


47.060 


m 




26 


708 


H5 


• 


66 


676 




S6x 


xa9 




87 


197 


137 




*7 


853 


145 




67 


829 




990 


130 




88 


334 


138 




28 


998 


X46 




68 


982 




4a,xao 


X30 




89 


47* 


138 




29 


53,144 


X46 




69 


59,136 




4i,*5o 


130 




6,90 


47,610 


X38 




7»30 


53i»90 


146 




7,70 


59,490 




3S0 


X30 




91 


748 


138 




31 


436 


X46 




71 


444 




510 


13X 




9* 


886 


139 




3» 


582 


147 




7* 


598 




641 


131 




93 


48,025 


X39 




33 


729 


147 




78 


753 




77» 


131 




94 


164 


X39 




34 


876 


147 




74 


908 




4»,903 


131 




6,95 


48,303 


X39 




7,35 


54,023 


147 




7»75 


60,063 




43,034 


X3X 




96 


44» 


139 




36 


170 


147 




76 


2x8 




165 


131 




97 


581 


139 




37 


317 


147 




n 


373 




196 


13a 




98 


720 


140 




38 


464 


X48 




78 


528 




4a« 


132 




99 


860 


X40 




39 


6x2 


X48 




79 


684 




43,560 


X3» 




7,00 


49,000 


X40 




7,40 


54,760 


148 




7,80 


60,840 




69a 


X31 




ox 


140 


140 




41 


908 


X48 




8x 


996 




«M 


X33 




Oft 


280 


X4X 




4* 


55,056 


149 




82 


61,154 




957 


133 




03 


4*1 


141 




43 


205 


149 




83 


309 




44,090 


133 




04 


562 


141 




44 


354 


149 




84 


466 




44,»a3 


133 




7,05 


49*703 


141 




7,45 


55,503 


149 




7,85 


6x,623 




356 


133 




06 


844 


141 




46 


652 


149 




86 


780 




489 


133 




07 


985 


141 




47 


801 


149 




87 


937 




6ai 


134 




08 


5o,X26 


X42 




48 


950 


X50 




88 


62,094 




756 


134 




09 


268 


X42 




49 


56,100 


X50 




89 


454 




44,890 


134 




7,xo 


504x0 


X42 




7,50 


56,250 


150 




7,90 


62,4x0 




45,o»4 


134 






55* 


X42 




51 


400 


X50 




91 


568 




X58 


135 






694 


143 




54 


550 


151 




92 


726 




»93 


135 






837 


143 




53 


70X 


151 




93 


885 




4*8 


m 






980 


H3 




54 


852 


151 




94 


63,044 




45,563 


»35 




7,15 


5i,"3 


143 




7,55 


57»oo3 


151 




7,95 


63,203 




698 


135 




• ^ 


266 


143 




56 


154 


151 




96 


362 




833 


135 






409 


143 




57 


305 


151 




97 


54X 




968 


136 






55» 


144 




58 


456 


X52 




98 


680 


X 


46,104 


X36 




X9 


696 


144 


■ 


59 


608 


X52 




99 


840 


X 


46,MO 






7,to 


51,840 






7,60 


57*760 






8,00 


64,000 





52 
54 

53 
53 
53 

M 
53 
53 

54 
54 

54 
54 
55 
55 
55 

55 
55 

55 
56 
56 

56 
56 
57 
57 
57 

57 
57 
57 
58 
58 

58 

58 

59 
59 
59 

59 

59 

59 
:6o 

[60 



184 



A. Qnadrat-Tabelle. (Fortsetzong.) 



S,oo 


64,000 


160 




8,40 


70,560 


168 




ox 


160 160 

1 




41 


728 


168 




ox 


3*0' 161 




42 


896 


169 




03 


481 161 




43 


71,065 


169 




04 


64a> 161 




44 


234 


169 




S,05 


64,803 


x6i 




8,45 


71,403 


169 




06 


964 161 




46 


572 


169 




07 


65,115 161 




47 


741 


169 




08 


a86 


162 




48 


910 


170 




09 


448 


162 




49 


72,080 


170 




8,10 


65,610 


162 




8,50 


72,250 


170 




II 


774 


162 




51 


420 


170 




12 


934 


X63 




5* 


590 


171 




n 


66,097 


163 




53 


761 


171 




14 


a6o 


163 




54 


932 


171 




8,15 


66,4*3 


163 




8,55 


73,103 


171 




16 


586 


163 




56 


274 


171 




17 


749 


163 




57 


445 


171 




18 


912 


r64 




58 


616 


172 




19 


67,076 


164 




59 


788 


172 




8,ao 


67,040 


164 




8,60 


73,960 


172 




ai 


404 


164 




61 


74,13* 


172 




ai 


568 


165 




62 


304 


173 




*3 


733 


165 




63 


477 


173 




M 


898 


i6s 




64 


650 


173 




«,*5 


68,063 


165 




8,65 


74,823 


173 




%e 


228 165 




66 


996 


173 




a; 


393 165 




67 


75,169 


173 




a8 


558I 166 




68 


34a 


174 




»9 


724^ 166 




69 


516 


174 




8,30 


68,890 166 




8,70 


75,690 


174 




31 


69,056 


166 




71 


864 


174 




3* 


222 


167 




7* 


76,038 


175 




33 


389 


167 




73 


213 


175 




34 


556 


167 

4 




74 


388 


175 




S.35 


69,723 


167 




8,75 


76,563 


175 




36 


890 


167 




76 


738 


175 


• 


37 


70,057 


167 




77 


913 


175 




38 


224 


168 




78 


77,088 


176 




39 


392 


168 




79 


264' 176 




8,40 


70,560 






8,80 


77,440 


1 





8,80 


77,440 


176 




81 


616 


176 




82 


792 


177 




83 


969 


V7 




84 


78,146 


177 




8,85 


78,3*3 


177 




86 


500 


177 




87 


677 


177 




88 


854 


178 




89 


79,032 


178 




8,90 


79,210 


178 




91 


388 


178 




92 


566 


179 




93 


745 


179 




94 


924 


179 




8,95 


80,103 


179 




96 


282 


179 




97 


461 


179 




98 


640 


180 




99 


820 


180 




9,00 


81,000 


180 




01 


180 


180 




02 


360 


181 




03 


541 


181 




04 722 


181 




9,05 81,903 


181 




06 


82,084 


181 




07 


265 


181 


< 


08 


446 


182 




09 


628 


182 




9,10 


82,810 


182 




II 


992 


182 




12 


83,174 


183 




13 


357 


183 




14 


540 


183 




9,15 


83,7*3 


183 




16 


906 


183 




17 


84,089 


183 




18 


272 


184 




19 


456 


184 




9,20 


84,640 







9,20 84,640 

21 824 

22 85,008 
2J 193 
24 378 

9,»5 85,563 

26 748 



27 
28 
29 

9,30 
31 

3* 
33 
34 

9,35 
36 

37 
38 

39 

9.40 
41 
4* 
43 
44 

9,45 
46 

47 
48 

49 

9,50 
51 

54 
53 
54 

9,55 
56 

57 
58 

59 
9,60 



933 
86,118 

304 

86,490 
676 
862 

87,049 
236 

87,4*3 
610 

797 
984 

88,172 

88,360 

548 

736 

925 

89,114 

89,303 

49* 
681 

870 

90,060 

90,*5o 

440 
630 

821 
91,012 

91,203 

394 

585 
776 

968 
92,160 



84 

84 

85 
[85 

85 

85 
85 

85 

:86 

:86 

:86 
;86 
:87 

87 
87 

87 
:87 

87 
88 

;88 

88 
:88 
:89 

89 
89 

:89 
^89 
^89 
C90 
[90 

:90 
[90 

91 
[91 

[91 

[91 
[91 

9* 
[92 



A. (J. 



91,160 


19a 




10,00 


3S» 


19a 




01 


544 


193 




01 


7J7 


193 




03 


930 


193 




04 


9J,"3 


193 




10,05 


3'6 


I9J 




06 


S09 


193 




07 


70* 


'94 




08 


896 


194 




09 


94,090 


194 




10,10 


184 


194 




II 


478 


>95 




11 


67 J 


>95 




'3 


S6S 


195 




'4 


95.063 


'95 




'O.15 


158195 




16 


4531195 




'7 


648:196 




18 


844''96 




19 


96,040 196 




10,10 


136 196 




»i 


43» 197 




11 


6*9197 




»3 


816197 




*4 


97,o»3 197 




10.15 


110197 




16 


4i7|'97 




»7 


614198 




iS 


8ia 198 




19 


98,0.0198 




10,30 


108:198 




31 


406:199 




3* 


605 


'99 




33 


804 


'99 




34 


99,003 


'99 




10,35 


101 


'99 




36 


401 


'99 




37 


600 


100 




38 


, 80° 


100 




39 


100,000 






10,40 



kdrat-Tabelle. (Schlnfs.) 
10,40 10 



116,64011 
■ 85611 

117,07111 
18911 
50611 

117,713 11 



59* 



118 



118,810118 

119,038 118 

146*19 

4651119 

684119 



119,903 



5601; 
7801. 



7661 
9881 



6541 

8771 



I '»4,i 



0113 



S 114,343 »43 

546 113 
769113 

991114 
115,116,114 

115,440! 



^1 



K^ 



\ 
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Anhang B (zq § 26). 

Betotiye W^hnekeinliehkeit der yersehiedenen Fehler and Wahr- 
scheiiilielikeitf daCs dieselben nieht ftbersehritten werdeiL 



X 


y 


fydx 




X 


y 


fydx 




X 


y 


fydx 


0,0 


0,269083 


0,000000 




1 

2,5 ; 0,064932 


0,908247 




5,0 


0,000912 0,999255 


0,1 


268471 


053776 




2,6 057820 


920513 




5,1 


000725' 999418 


o,a 


266645 


107308 




*,7 051*53 


931411 




5,* 


000574; 999547 


0,3 


263630 


160355 




2,8 ^ 045226 


941050 




5,3 


000452 


999649 


0,4 


259465 


212683 




*,9 


039726 


949536 




5,4 


000354 


999729 


0,5 


0,254207 


0,264068 




3,0 1 0,034737 


0,956974 




5,5 


0,000276 


0,999792 


0,6 


247926 


314298 




3,1 1 030236 


963463 




5,6 


000215 


999841 


0,7 


240702 


363176 




3,2 026199 


969099 




5,7 


000166 


999879 


0,8 


232627 


410522 




3,3 


022599 


97$97^ 




5.8 


000128 


999908 


0,9 


223804 


456176 




3,4 


019404 

1 


978166 




5,9 


000098 


999931 


1,0 


9,ai4337 


0,500000 




3,5 


0,016586 


0,981759 




6,0 


0,000075 


0,999948 


1,1 


204339 


541875 




3,6 j 014112 


984823 




6.1 


000057 


999961 


i,» 


193923 


581707 




3,7 


011953 


987425 




6,2 


000043 


999971 


1,3 


183203 


619424 




3,8 ! 010078 


989624 


4 


6,3 


000032 


999978 


1,4 


172290 


654976 




3,9 


008459 


991474 




6,4 


000024 


999984 


1,5 

1 


0,161292 


0,688335 




4,0 


0,007068 


0,993023 




6,5 


0,00001 8 


0,999988 


1,6 


150310 


719494 




4,1 


005878 


994314 




6,6 


000013 


999991 


1,7 


139440 


748466 




4,* 


004867 


995386 




6,7 


0000 10 


999993 


i,» 


128769 


775283 




4,3 


00401 I 


996272 




6,8 


000007 


999995 


1,9 


118375 


799992 




4,4 


003291 


997000 




6,9 


000005 


999996 


»,o 


0,108326 


0,822656 




4,5 


0,002688 


0,997596 




7,0 


0,000004 


0,999997 


*,i 


098680 


843349 




4,6 


002185 


998082 




7,1 


000003 


999998 


»,a 


089485 


862158 




4,7 


001769 


998476 




7,* 


000002 


999998 


»,3 


080778 


879176 




4,8 


001425 


998794 




7,3 


OOOOOI 


999999 


a,4 


072588 


894504 




4,9 


001 143 


999050 




7,4 


OOOOOI 


999999 


*,5 


0,064932 


0,908247 




5,0 


0,000912 


0,999255 




7,5 
7,6 


0,000000 
000000 


0,999999 
1,000000 
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Anhang C (zu § 32). 

WalirMliefailielikeit to Uebenehreitiug b«stiaait«r positirer FeUep> 

greuen. 



X 


TT 




X 


W 




X 


W 


0,0 


0,500000 




*,5 


0,045876 




5,0 


0,000370 


0,1 


47311a 




0,6 


039744 




5,1 


000091 


o,x 


446346 




*,7 


034094 




5,* 


000006 


0|3 


41982a 




0,8 


009475 


1 


5,3 


000176 


0,4 


393658 




*,9 


005030 




5,4 


000135 


0,5 


0,367966 




3,0 


0,001513 




5,5 


0,000104 


0,6 


342851 




3,1 


018069 




5,6 


000079 


0,7 


31841a 


s 


3,* 


015450 




5,7 


000061 


0,8 


a94739 




3,3 


013014 




5,8 


000046 


0,9 


a7i9ia 




3,4 


010917 




5,9 


000035 


1,0 


o,a5oooo 




3,5 


0,009101 




6,0 


0,000006 


1,1 


aa9o6a 




3,6 


007588 




6,1 


000019 


i,» 


009147 




3,7 


006087 




6,* 


000014 


1,3 


190088 




3,S 


005188 




6,3 


OOOOII 


1,4 


170510 




3,9 


004063 




64 


000008 


1,5 


0,155830 


• 


4,0 


0,003489 




6,5 


0,000006 


1,6 


140053 




4,1 


000843 




6,6 


000004 


1,7 


105767 




4,* 


000307 




6,7 


000003 


i,« 


110358 




4,3 


001864 




6,8 


000000 


1,9 


100004 




4,4 


001500 




6,9 


000000 


*,o 


0,08867a 




4,5 


0,001000 




7,0 


0,000001 


*,i 


078306 




4,6 


000959 




7,1 


OOOOOI 


*,» 


068901 




4,7 


000760 




7,» 


oooooz 


*,3 


060410 




4,8 


000603 




7,3 


000000 


*,4 


050748 




4,9 


000475 








»,5 


0,045876 




5,0 


0,000370 
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